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Simulations d’observations en champ
gravitationnel fort
Résumé
Le centre de la Galaxie constitue un laboratoire idéal pour mettre à l’épreuve les pré-
dictions de la relativité générale. Le trou noir supermassif qui y siège possède le rayon
de Schwarzschild ayant la plus grande taille angulaire sur le ciel (10µas). C’est donc un
candidat de choix pour observer avec une grande précision les phénomènes relativistes qui
se déroulent dans son environnement immédiat.
La première partie de ma thèse a consisté à étudier la précision astrométrique de l’ins-
trument de deuxième génération du VLTI, GRAVITY. Ce recombinateur de faisceau qui
sera installé à Paranal en 2014 est conçu pour atteindre une précision astrométrique de
l’ordre de 10µas. Aﬁn de vériﬁer si ce but pourra être atteint, j’ai utilisé un programme de
simulation de l’instrument pour déterminer de façon réaliste l’erreur astrométrique com-
mise, en prenant en compte les caractéristiques réelles de GRAVITY. J’ai pu ainsi mon-
trer que l’instrument était capable d’atteindre son objectif pour des sources suﬃsamment
brillantes, ainsi que de mettre en évidence le mouvement d’objets à proximité immédiate
du trou noir.
J’ai ensuite développé un code de calcul d’orbites relativistes, GYOTO, permettant
de calculer les images et les spectres d’objets situés à proximité d’un trou noir. Diﬀérents
objets sont à l’heure actuelle implémentés dans le code. On peut citer en particulier le disque
mince d’accrétion, le tore d’accrétion, ou l’étoile en orbite autour du trou noir. GYOTO
permet également de réaliser des calculs de transfert radiatif au sein de l’objet considéré, ce
qui permet de prendre en compte la physique interne des structures d’accrétion. Signalons
que GYOTO sera rendu public dans un proche avenir.
J’ai pu alors utiliser GYOTO pour calculer la silhouette et le spectre d’un tore d’ac-
crétion entourant le trou noir central de la Galaxie, en prenant en compte l’émission syn-
chrotron générée par cette structure. L’intérêt de ce genre de simulation est de contraindre
les paramètres du trou noir et du tore d’accrétion en ajustant les spectres modélisés aux
données observées. J’ai également simulé grâce à GYOTO l’évolution d’une sphère de gaz
chauﬀée en orbite très serrée autour du trou noir. Ce schéma constitue un modèle promet-
teur pour les phénomènes de sursauts de rayonnement qui sont régulièrement observés aux
abords du trou noir central. Il a alors été possible de simuler de façon réaliste une obser-
vation par GRAVITY de ce phénomène, et de déterminer les contraintes que l’instrument
permettra d’apporter sur ce modèle, et sur le paramètre d’inclinaison du trou noir.
Je me suis également intéressé à la possibilité de modéliser des objets compacts alterna-
tifs aﬁn de tester le paradigme du trou noir au centre de la Galaxie. Aﬁn de pouvoir prendre
en compte de tels objets, il a fallu permettre à GYOTO d’intégrer des orbites de particules
dans des métriques non standards calculées numériquement, dans le formalisme 3+1 de
la relativité générale. Cette capacité de GYOTO à prendre en compte des métriques non
standards en fait un code unique parmi les algorithmes de calcul d’orbites existant dans la
littérature.
Je me suis alors intéressé à fournir quelques perspectives d’utilisation de GYOTO en
métriques numériques. L’implémentation d’un objet gravastar au sein de la bibliothèque
LORENE n’ayant pas abouti, je me suis intéressé à représenter les images observées d’une
étoile à neutrons en eﬀondrement, à diﬀérents stades de son évolution. Ce genre de calculs
pourra permettre dans l’avenir de calculer numériquement les contreparties électromagné-
tiques de phénomènes en champ gravitationnel fort, telle que l’émission de rayonnement à
proximité d’un système d’étoiles à neutrons en coalescence.
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Simulating observations in strong
gravitational fields
Abstract
The Galactic center is an ideal laboratory to put to the test general relativistic pre-
dictions. The supermassive black hole lying there has the biggest angular Schwarzschild
radius (10µas): its environment is thus a perfect candidate for the observation of strong
relativistic phenomena.
My ﬁrst interest was to study the astrometric precision of the second generation VLTI
instrument named GRAVITY. This beam combiner, which will take place in Paranal in
2014, was conceived in order to reach an astrometric precision of 10µas. In order to check
whether this goal is possible to achieve, I have used a programme simulating the instrument
that allows to compute precisely the astrometric error that will aﬀect the observed signal,
taking into account the actual performance of GRAVITY. I came to the conclusion that
the instrument is capable of reaching its goal, provided the observed point like source is
bright enough. I was also able to show that GRAVITY can distinguish between a moving
and a motionless source at a few Schwarzschild radii from the black hole.
I then developed a new general relativistic ray-tracing code, GYOTO, allowing the
computation of images and spectra of objects lying close to a black hole. A few astrophys-
ical objects are implemented at the time being: a thin accretion disk, an accretion torus,
a star orbiting around the black hole, for instance. GYOTO is also capable of integrating
the radiative transfer equation inside optically thin objects. Let us highlight the fact that
GYOTO will be made public in the near future.
I was then able to use GYOTO in order to compute the silhouette and the spectrum
of an accretion torus surrounding Sgr A*, emitting synchrotron radiation. The interest
of such simulations is to constrain the black hole’s parameters by ﬁtting the theoretical
model to observed data. I also computed the evolution of a blob of gas orbiting very
close to the black hole’s radius. This scenery can account for the radiation ﬂares observed
in the vicinity of the Galactic center. I performed realistic simulations of a GRAVITY
observation of such a phenomenon, that allowed me to determine to what level GRAVITY
could constrain this ﬂare model, as well as the inclination of the black hole.
I am also interested in the possibility to simulate observations of alternative compact
objects at the Galactic center, in order to test the black hole paradigm. In this perspective,
I developed a speciﬁc way of integrating geodesics with GYOTO, in the framework of the
3+1 formalism of general relativity. This formalism allows GYOTO to take into account
non-standard metrics, computed numerically. This is a speciﬁc feature of GYOTO, that
was not developed by other ray-tracing algorithm in the literature.
The last part of my work was to give some perspectives of the use of GYOTO in
numerically computed metrics. After having unsuccessfully tried to implement a gravastar
metric inside the LORENE library, I developed the integration of null geodesics in the non-
stationary spacetime of a collapsing neutron star. I computed images of such a neutron
star, at diﬀerent stages of its evolution. This kind of simulation could allow in the future to
compute the electromagnetic counterpart of strong gravity phenomena, such as radiation
emission in the vicinity of coalescing neutron stars.
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La relativité générale est la description la plus satisfaisante dont on dispose à l’heure
actuelle pour rendre compte de l’une des quatre interactions fondamentales : la gravitation.
La compréhension la plus ﬁne possible de cette interaction est nécessaire pour obtenir une
représentation valable des phénomènes à toutes les échelles astrophysiques. Bien que très
bien vériﬁée par les diﬀérents tests menés à l’échelle du système solaire, la relativité générale
est peu contrainte dans son domaine d’application le plus extrême : les environnements à
champ gravitationnel fort tels que les abords des objets les plus compacts que sont les trous
noirs.
Cette thèse s’intéresse à la simulation d’eﬀets relativistes en champ gravitationnel fort.
Il s’agit de rendre compte le plus précisément possible des phénomènes extrêmes auxquels
la matière est soumise à proximité d’un trou noir supermassif, et de déterminer les eﬀets
observables pour un observateur lointain.
Ce genre de calcul ne peut être mené qu’en utilisant un code numérique permettant de
déterminer la trajectoire des photons et des particules de matière au voisinage de l’objet
compact et au cours de la propagation du rayonnement jusqu’à l’observateur. Le dévelop-
pement d’un tel code, nommé GYOTO (General relativitY Orbit Tracer of Observatoire
de Paris), est le premier objectif de ma thèse.
La mise en évidence d’eﬀets relativistes en champ fort nécessite également des moyens
d’observation développés spéciﬁquement dans cette perspective. Les détecteurs d’ondes
gravitationnelles, développés depuis plusieurs décennies, sont un exemple de tels instru-
ments. En se souvenant que ces détecteurs font appel à l’interférométrie, on ne sera pas
étonné qu’un nouvel instrument candidat à la détection d’eﬀet relativistes en champ fort
soit également un interféromètre : il s’agit de l’instrument GRAVITY, recombinateur de
faisceaux qui sera installé au Very Large Telescope à Paranal en 2014.
Le deuxième objectif de cette thèse est d’étudier la capacité de GRAVITY à réaliser
ses objectifs en observant le voisinage du trou noir supermassif situé au centre de notre
Galaxie, Sagittarius A* (Sgr A*). L’instrument devra sonder l’espacetemps aux abords de
l’objet compact central en suivant avec une précision suﬃsante le mouvement des sources
lumineuses évoluant au plus près du trou noir.
La détermination de cette précision astrométrique, en fonction du champ de vue ob-
servé, sera étudiée. On souhaite vériﬁer si l’objectif de GRAVITY d’atteindre une précision
astrométrique de 10 µas, correspondant à la taille angulaire de l’horizon des événements
de Sgr A*, est réalisable.
La source lumineuse la plus prometteuse dans la perspective d’un test de la relativité
générale en champ fort est celle qui donne lieu aux sursauts de rayonnement qui aﬀectent
régulièrement le centre galactique. Dans le cadre de l’un des modèles proposés pour rendre
compte de ce phénomène, cette source est constituée d’un amas de gaz en orbite très
serrée autour du trou noir central, à une distance de quelques fois la taille de son horizon
des événements. Si proche de l’objet compact central, la dynamique de cet amas de gaz
constitue une sonde idéale des propriétés de l’espacetemps dans sa région la plus relativiste.
On souhaite donc étudier les caractéristiques observationnelles impliquées par ce mo-
dèle de sursaut. Pour ce faire, on déterminera la précision avec laquelle GRAVITY sera
capable de suivre l’évolution d’une source variable située à une distance de quelques fois la
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taille de l’horizon des événements de Sgr A*. Il s’agira également de simuler au moyen du
code GYOTO la courbe de lumière et la trajectoire sur le ciel associées à l’évolution d’un
tel sursaut, aﬁn de permettre de simuler de façon très réaliste l’acquisition des données
observationnelles par GRAVITY. On pourra alors se demander si l’instrument aura une
précision astrométrique suﬃsante pour mettre en évidence le mouvement de cet amas de
gaz en orbite autour de Sgr A*. Si tel est le cas, on étudiera dans quelle mesure ce type
d’observation permettra de contraindre l’objet compact central.
En s’écartant un peu des environs immédiats de l’horizon du trou noir central, on peut
s’intéresser à la structure d’accrétion qui est susceptible de l’entourer. J’ai donc envisagé
que Sgr A* puisse être entouré d’un tore ionisé d’accrétion, structure dérivée de la classe
des polish doughnuts proposée à la ﬁn des années 70 comme un modèle analytique de
structure d’accrétion géométriquement épaisse et optiquement mince. Je me suis intéressé
à simuler l’allure du spectre émis par cet objet rayonnant en synchrotron. Pour ce faire, il a
fallu rendre GYOTO capable de tenir compte du transfert radiatif au cours de l’intégration
des photons au sein de l’objet émetteur. L’objectif de cette étude est de déterminer si le
tore ionisé est un candidat digne de considération pour modéliser la structure d’accrétion
entourant Sgr A*, et de déterminer l’impact des paramètres décrivant le trou noir sur
l’allure du spectre observé.
Bien que l’existence des trous noirs soit admise par la grande majorité de la com-
munauté, il est important de garder à l’esprit qu’il n’existe aucune preuve irréfutable que
l’objet compact qui est mis en évidence par les observations du centre galactique est eﬀecti-
vement un trou noir. Il existe quelques objets alternatifs susceptibles de rendre compte des
eﬀets observés, tels que le gravastar et l’étoile bosonique. Dans cette perspective, GYOTO
a été développé pour permettre l’intégration des particules massives et des photons dans
des métriques diﬀérentes de celle de Kerr, décrivant les trous noirs de la relativité générale.
GYOTO est en eﬀet capable de calculer des trajectoires de particules dans des métriques
non analytiques calculées numériquement dans le cadre du formalisme 3+1 de la relativité
générale, formalisme utilisé par la communauté de la relativité numérique.
Je me suis donc proposé de dériver l’équation du mouvement de particules soumises à
la gravitation dans ce formalisme aﬁn de pouvoir mener à bien des simulations dans des
métriques alternatives à celle de Kerr. Je me suis alors intéressé à calculer numériquement
la métrique d’un gravastar en formalisme 3+1 en utilisant la bibliothèque LORENE déve-
loppée par l’équipe de relativité numérique du LUTH. Cette étude n’ayant pas abouti, j’ai
étudié un exemple d’utilisation de GYOTO en métrique numérique en calculant l’évolution
de l’image d’une étoile à neutrons s’eﬀondrant en trou noir. Ce genre de simulation, dont
on ne trouvera ici qu’une présentation préliminaire, sera susceptible de conduire à des ré-
sultats astrophysiques intéressants dans un avenir proche dans le cadre de la modélisation
d’émission de rayonnement au voisinage d’étoiles à neutrons en coalescence.
Dans la perspective de traiter les diﬀérents thèmes présentés dans cette introduction,
le plan de ce manuscrit est le suivant.
La partie I s’attachera à présenter le contexte dans lequel se place mon travail : on
y trouvera rappelées quelques notions fondamentales concernant la physique des trous
noirs, quelques caractéristiques des trajectoires de particules évoluant dans leur voisinage,
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quelques notions fondamentales d’interférométrie, ainsi qu’une présentation succincte du
centre galactique et de l’instrument GRAVITY.
La partie II traitera de la précision astrométrique de l’instrument GRAVITY lorsque
son champ de vue est constitué de sources ponctuelles ﬁxes ou d’une source unique variable.
La partie III présente en détail le code de calcul d’orbites GYOTO.
La partie IV décrit des simulations eﬀectuées par GYOTO de spectres émis par un
tore ionisé entourant le trou noir central Sgr A*. Cette partie étudie également des simula-
tions d’observation de sursauts de rayonnement qui utilisent le code GYOTO et l’analyse
précédente de la précision astrométrique de GRAVITY.
La partie V propose des perspectives d’utilisation de GYOTO dans des métriques non
analytiques en étudiant l’implémentation d’un gravastar dans la bibliothèque LORENE et
la visualisation de l’eﬀondrement d’une étoile à neutrons en trou noir.
18 INTRODUCTION
Première partie
Contexte
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Introduction
On souhaite présenter ici de façon succincte les principaux concepts physiques qui seront
utilisés dans toute la suite de ce manuscrit.
La théorie de la relativité générale induit l’existence d’objets extrêmement compacts,
au sens où leur paramètre de compacité, qui s’exprime en fonction de leur masse M et de
leur taille caractéristique r selon Ξ = GM/r c2, est égal à 1 1. Les objets les plus compacts,
pour lesquels le paramètre de compacité est de l’ordre de 1, ne peuvent être compris que
dans le cadre de la relativité générale. Pour des objets classiques tels que la Terre ou le
Soleil, le paramètre de compacité vaut 10−10 et 10−6 et la relativité générale n’apporte
qu’une petite correction à l’excellente description newtonienne 2.
Le chapitre 1 présente le cadre théorique permettant l’étude des objets les plus com-
pacts : les trous noirs. Après de brefs rappels concernant les bases de la relativité générale,
on s’intéressera à décrire l’espacetemps d’un trou noir, et à présenter les principales carac-
téristiques des trajectoires de particules dans son voisinage. Ces notions seront largement
utilisées par la suite lorsqu’il s’agira de développer un code de calcul de trajectoires de
particules (voir la partie III).
Bien qu’abondamment mise à l’épreuve à l’échelle du système solaire (et toujours par-
faitement vériﬁée), la théorie de la relativité générale n’est que peu contrainte en champ
gravitationnel très intense, c’est-à-dire à proximité des objets les plus compacts tels que
les étoiles à neutrons et les trous noirs (pour une revue des tests de la relativité générale,
voir Will 1993, 2006; Psaltis 2008; Will 2009).
L’une des perspectives prometteuses permettant de tester la relativité générale en
champ gravitationnel fort est d’utiliser la très haute résolution angulaire permise par l’uti-
lisation d’interféromètres. C’est dans cette perspective que le chapitre 2 rappelle quelques
notions élémentaires de la théorie de l’interférométrie.
Des contraintes portant sur la taille de la silhouette du trou noir central de notre
Galaxie, Sagittarius A* (Sgr A*), ont déjà été obtenues en utilisant l’interférométrie à très
longues lignes de base (Doeleman et al. 2008). Le sondage d’événements dynamiques ayant
lieu dans le voisinage immédiat de l’horizon des événements de Sgr A* sera rendu possible
1. Ce qui n’implique pas forcément que ces objets soient très denses, comme on le comprend dans la
discussion de Gourgoulhon (2010c).
2. Rappelons tout de même que pour des applications nécessitant une précision particulièrement fine,
telles que les mesures GPS, l’utilisation de la relativité générale est nécessaire.
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dans un futur très proche par l’instrument de deuxième génération de l’interféromètre du
Very Large Telescope, GRAVITY.
Les chapitres 3 et 4 présentent brièvement l’extrême centre galactique (compris comme
les environs immédiats du trou noir central) et les principales caractéristiques de l’instru-
ment GRAVITY.
Chapitre 1
Mouvement géodésique à proximité
d’un trou noir
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1.1 Trou noir
1.1.1 Gravitation et géométrie
En novembre 1915, Einstein publie un article qui va révolutionner la façon de concevoir
la gravitation. Dans ce nouveau formalisme, une particule test placée dans un champ de gra-
vitation ne se déplace plus parce qu’elle serait soumise à une force gravitationnelle, comme
c’était le cas dans le formalisme newtonien. Son mouvement est dicté par la géométrie de
l’espacetemps, cette géométrie étant elle-même imposée par le contenu en matière-énergie
de l’espacetemps.
Toute l’information sur la géométrie d’un espacetemps est contenue dans l’outil ma-
thématique qui permet de déterminer la distance entre deux points inﬁniment voisins, la
métrique. Un système de coordonnées xµ étant choisi, on peut exprimer la métrique dans
ce système de coordonnées selon :
ds2 = gµνdx
µdxν (1.1)
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où les gµν sont les coeﬃcients métriques, contenant toute l’information sur la géométrie,
et où ds2 représente l’élément de longueur entre deux points séparés par le vecteur inﬁni-
tésimal dP = dxµeµ dans la base naturelle associée aux coordonnées eµ. On a utilisé dans
l’Eq. 1.1 la convention de sommation d’Einstein : on somme implicitement sur les indices
répétés.
Les équations d’Einstein permettent de déterminer la métrique de l’espacetemps à partir
de son contenu en matière-énergie. Elles s’expriment en notation tensorielle 1 selon :
Rµν − 1
2
Rgµν = 8π Tµν . (1.2)
Dans cette équation, le terme de droite Tµν est appelé tenseur énergie-impulsion, il
représente le contenu en matière-énergie de l’espacetemps. Le terme de gauche contient des
quantités géométriques. On y retrouve les coeﬃcients métriques gµν , mais aussi le tenseur
de Ricci Rµν qui dérive lui-même d’un tenseur de rang plus élevé, le tenseur de Riemann
Rαβµν qui contient toute l’information sur la courbure de l’espacetemps. Le scalaire R est
appelé scalaire de courbure et dérive du tenseur de Ricci.
Dans l’équation précédente, on s’est placé dans un système d’unité dans lequel la
constante de gravitation G et la vitesse de la lumière c valent 1. On continuera d’utili-
ser cette convention dans tout ce document, sauf mention contraire. Remarquons qu’avec
cette convention, une longueur est homogène à un temps, tous deux homogènes à une
masse.
1.1.2 Solution de Schwarzschild
La première solution exacte des équations d’Einstein fut établie par Karl Schwarzschild
dans une lettre à Einstein du 22 décembre 1915 2. Il s’agit d’une solution du vide, c’est-à-dire
que le tenseur énergie-impulsion est pris nul. De plus, l’espacetemps est supposé statique
et à symétrie sphérique 3. La métrique suivante, exprimée dans le système de coordonnées
(t, r, θ, ϕ) dit de Schwarzschild, est alors solution des équations d’Einstein 4 :
ds2 = −
(
1− 2M
r
)
dt2 +
(
1− 2M
r
)−1
dr2 + r2
(
dθ2 + sin2θ dϕ2
)
. (1.3)
où M est une constante qui apparaît au cours de la dérivation de la métrique de Schwarz-
schild et est homogène à une masse.
On remarque que la métrique de Schwarzschild est singulière en r = 0 et en r = 2M . La
première singularité ne peut être évitée en se plaçant dans un autre système de coordonnées.
En eﬀet on peut montrer que le scalaire RαβµνRαβµν obtenu en contractant complètement
le tenseur de Riemann vaut :
1. Pour une introduction à la notion de tenseur, voir Gourgoulhon (2010c)
2. soit moins d’un mois après la publication originale, et alors que Schwarzschild était engagé sur le
front russe, où il mourra peu après
3. On trouvera une définition précise de ces termes dans Gourgoulhon (2010c)
4. On en trouvera une dérivation dans, par exemple, Gourgoulhon (2010c)
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RαβµνRαβµν =
48M2
r6
. (1.4)
Ce scalaire diverge donc en r = 0, et ce sera également le cas dans n’importe quel autre
système de coordonnées (puisque la valeur d’un champ scalaire en un point ne dépend
pas du système de coordonnées). Le point r = 0 est donc une vraie singularité, appelée
singularité centrale.
Par contre, la singularité r = 2M n’est qu’une singularité de coordonnées liée à l’expres-
sion de la métrique dans le système de coordonnées particulier que forment les coordonnées
de Schwarzschild. Il suﬃt d’exprimer la métrique dans un autre système de coordonnées
pour s’en convaincre. Ainsi, en utilisant les coordonnées d’Eddington-Finkelstein entrantes
(V, r, θ, ϕ), où V ≡ t+ r + 2M ln |r/2M − 1|, la métrique s’écrit :
ds2 = −
(
1− 2M
r
)
dV 2 + 2dV dr + r2
(
dθ2 + sin2θ dϕ2
)
. (1.5)
On lit immédiatement sur cette expression que la métrique reste régulière en r = 2M
(qui correspond bien à l’hypersurface r = 2M en coordonnées de Schwarzschild puisque
la coordonnée r est la même dans les deux systèmes). Cependant, cette surface a une
propriété très particulière. On peut en eﬀet démontrer facilement (en utilisant encore les
coordonnées d’Eddington-Finkelstein, cf Gourgoulhon 2010c) que la coordonnée r d’une
particule (massive ou non) vériﬁant r < 2M ne peut que décroître. Ainsi, une particule se
trouvant à l’intérieur de la surface r = 2M ne peut pas rejoindre l’inﬁni et est contrainte
à se rapprocher de la singularité centrale. La surface r = 2M est donc unidirectionnelle :
une particule (massive ou non) peut la traverser dans le sens des valeurs décroissante de r,
mais pas dans l’autre sens. La surface r = 2M est alors appelée horizon des événements.
On appelle trou noir de Schwarzschild cette solution du vide des équations d’Einstein.
D’un point de vue astrophysicien, un trou noir est donc caractérisé par l’existence de
son horizon des événements. La zone d’espacetemps comprise à l’intérieur de l’horizon
des événements ne pouvant inﬂuencer la zone externe (en conséquence de la déﬁnition
précédente), elle n’a aucune incidence sur l’information qu’un observateur éloigné peut
espérer acquérir d’un trou noir.
Cette solution de Schwarzschild a une importance remarquable puisqu’elle constitue
également l’unique solution aux équations d’Einstein à l’extérieur de tout corps à symétrie
sphérique de masse M . Cette métrique n’est donc pas limitée à décrire les seuls trous
noirs, elle est aussi valable à l’extérieur d’une étoile, d’une planète, ou de tout autre corps
à symétrie sphérique. Ce résultat est connu sous le nom de théorème de Birkhoﬀ.
Cependant, l’hypothèse de symétrie sphérique est extrêmement contraignante et limite
fortement la possibilité d’appliquer la solution de Schwarzschild à des cas astrophysiques
réels. La plupart des corps qui occupent l’univers sont en rotation, et perdent ainsi la
symétrie sphérique. On peut penser aux étoiles en rotation rapide dont la surface n’a plus
rien de sphérique. Il semble donc nécessaire pour d’éventuelles applications astrophysiques
d’être doté d’une solution à symétrie axiale.
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1.1.3 L’espacetemps de Kerr
Ce n’est qu’en 1963 qu’une solution exacte aux équations d’Einstein dans le vide en
symétrie axiale fut établie par Roy Kerr (voir Kerr 1963). Cette solution est aujourd’hui
usuellement exprimée dans les coordonnées de Boyer-Lindquist (t, r, θ, ϕ) (voir Boyer &
Lindquist 1967), bien que ce ne soit pas dans ce système de coordonnées que Kerr ait
dérivé sa solution originale.
La métrique de Kerr en coordonnées de Boyer-Lindquist s’exprime selon :
ds2 = −
(
1− 2M r
Σ
)
dt2 − 4M ar sin
2θ
Σ
dt dϕ+
Σ
∆
dr2 (1.6)
+ Σdθ2 + sin2θ
(
r2 + a2 +
2M a2 r sin2θ
Σ
)
dϕ2
où M désigne la masse du trou noir et a son paramètre de spin, relié au moment cinétique
du trou noir J selon 5 a = J
M
. On déﬁnit également :
Σ ≡ r2 + a2 cos2θ, ∆ ≡ r2 − 2M r + a2. (1.7)
La métrique de Kerr est singulière en Σ = 0, soit en r = 0 et θ = π/2, et en ∆ = 0,
soit en r± = M ±
√
M2 − a2.
La singularité Σ = 0 est une vraie singularité qui ne dépend pas du système de co-
ordonnées choisi. En eﬀet, le scalaire RαβµνRαβµν y diverge. C’est le prolongement de la
singularité centrale de la solution de Schwarzschild. Cependant, la singularité centrale de
Kerr n’est pas ponctuelle mais annulaire. On peut le voir en eﬀectuant un changement de
coordonnées vers les coordonnées (T, x, y, z) de Kerr-Schild dont la partie spatiale est reliée
aux coordonnées de Boyer-Lindquist selon :
x+ i y = (r + i a) ei
R
(dϕ+ a dr∆ ) sinθ, z = r cosθ. (1.8)
On voit que le “point” r = 0 en coordonnées de Boyer-Lindquist correspond dans ce
nouveau système de coordonnées au disque :
z = 0, x2 + y2 ≤ a2. (1.9)
La singularité r = 0 et θ = π/2 correspond donc au cercle z = 0, x2 + y2 = a2 : on
parle donc bien d’une singularité annulaire.
Les deux autres singularités sont des singularités de coordonnées.
La surface r = r+ est un horizon des événements : elle constitue le bord de la région
de l’espacetemps permettant une liaison causale avec l’inﬁni (c’est-à-dire permettant à des
particules massives ou à des photons de rejoindre l’inﬁni). On a donc aﬀaire à une solution
5. Remarquons que ce paramètre de spin est homogène à une masse. On peut également définir un
paramètre de spin adimensionné a¯ = J/M2 = a/M .
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de type trou noir, et on parlera désormais de trou noir de Kerr. Pour que r+ soit déﬁni on
impose :
0 ≤ a ≤M. (1.10)
Pour les solutions ayant a > M , l’horizon des événements n’existe pas, et on parle de
singularité nue, notion qui ne sera pas étudiée ici.
La surface r = r− est appelée horizon interne, et située donc sous l’horizon des évé-
nements. Elle marque une limite causale : il n’y a pas de brisure de la causalité pour
r− < r < r+, au sens où le futur d’un événement ne peut pas inﬂuencer son passé, mais
par contre pour r < r−, il est possible pour une particule massive de repasser plusieurs fois
par un même événement (t, r, θ, ϕ) (ce qui est en contradiction claire avec la causalité).
Gardant un point de vue astrophysique sur les trous noirs, on ne s’intéressera pas à la
région de l’espacetemps de Kerr située à r < r+. Pour une présentation exhaustive de la
structure de l’espacetemps de Kerr, on pourra consulter Hawking & Ellis (1973).
L’horizon des événements du trou noir de Kerr a donc pour coordonnée radiale :
rhor =M +
√
M2 − a2. (1.11)
On remarque que cette fonction décroît avec le paramètre de spin a : plus le spin du
trou noir est important, plus l’horizon des événements se situe à une faible valeur de r.
On remarque qu’on retrouve bien, pour un spin nul, rhor(a = 0) = 2M , l’horizon des
événements en métrique de Schwarzschild.
Une dernière surface importante de l’espacetemps de Kerr est l’ergosphère. Cette surface
est déﬁnie par :
rergo = M +
√
M2 − a2 cos2θ. (1.12)
On peut montrer facilement (Gourgoulhon 2010c) qu’une particule test ne peut rester
statique par rapport à l’inﬁni (c’est-à-dire, à (r, θ, ϕ) ﬁxés) lorsqu’elle se trouve à l’intérieur
de l’ergosphère : elle est entraînée par la rotation du trou noir. On parle d’eﬀet Lense-
Thirring, du nom des physiciens autrichiens qui prédirent cet eﬀet en 1918.
La Fig. 1.1 représente les diﬀérentes surfaces dont il a été question dans les précédents
paragraphes.
1.1.4 Théorème d’absence de chevelure
Au contraire de la métrique de Schwarzschild, il n’existe pas d’équivalent du théorème
de Birkhoﬀ en métrique de Kerr. Cette géométrie ne décrit donc que les trous noirs en
rotation, et non pas l’espacetemps extérieur à d’autres objets telles que des étoiles en
rotation.
Cependant, la solution de Kerr a une propriété fondamentale, établie dans les années
70 par Carter, Hawking et Israel : tout trou noir stationnaire et non chargé électriquement
est un trou noir de Kerr. Un trou noir apparaît donc comme un objet particulièrement
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Figure 1.1 – Surface particulières de la métriques de Kerr. Issu de Hawking & Ellis (1973).
simple à décrire : il est complètement déﬁni par deux paramètres uniquement : sa masse
M et son paramètre de spin a. Cette propriété remarquable est connue sous le nom de
théorème d’absence de chevelure (les “cheveux” auxquels il est fait référence ici symbolisent
les paramètres nécessaires à la description du trou noir, on devrait donc plutôt parler d’un
“théorème des deux cheveux” !)
La suite de ce chapitre va être consacrée à l’étude des trajectoires de particules test
évoluant dans la métrique de Kerr.
1.2 Orbites en métrique de Kerr
1.2.1 Équation des géodésiques
Étant donné un espacetemps muni d’une métrique donnée, on déﬁnit les géodésiques
comme les courbes rendant extrémale la distance 6 entre deux points de l’espacetemps.
Une géodésique de genre espace rend minimale cette distance, tandis qu’une géodésique de
genre temps la rend maximale. Les géodésiques lumière, enﬁn, assurent une distance nulle
entre deux points quelconques.
La relativité générale traduit le principe d’équivalence (qui stipule que toute particule
subit une même accélération dans un champ de pesanteur) en imposant aux particules
6. Cette distance est, bien entendu, calculée en utilisant la métrique gµν de l’espacetemps considéré.
Ce n’est pas, en général, une distance euclidienne.
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soumises uniquement à la gravitation de suivre de telles géodésiques. Une particule massive
suivra une géodésique de genre temps alors qu’une particule de masse nulle (un photon)
suivra une géodésique de genre lumière.
La norme au carré d’un vecteur unitaire tangent à une géodésique dépend du type de
la géodésique considérée. Un vecteur unitaire tangent à une géodésique de genre temps a
une norme au carré égale à −1. Un vecteur tangent à une géodésique de genre lumière a
une norme au carré égale à 0. 7
On peut montrer (Gourgoulhon 2010c) que l’équation régissant le mouvement d’une
particule (massive ou non) le long d’une géodésique (de genre temps ou de genre lumière)
est :
x¨α + Γαµν x˙
µ x˙ν = 0 (1.13)
où l’on a introduit les symboles de Christoﬀel déﬁnis en fonction des coeﬃcients métriques
et de leurs dérivées selon :
Γαµν =
1
2
gασ (∂µgσν + ∂νgσµ − ∂σgµν) (1.14)
avec ∂µ ≡ ∂∂xµ .
Les équations des géodésiques forment donc un système d’équations diﬀérentielles cou-
plées du second ordre.
Dans le cas très particulier de la métrique de Kerr, on peut réduire ce système à quatre
équations du premier ordre en mettant en lumière quatre constantes du mouvement.
La première constante est immédiate : il s’agit de la masse de la particulem. Deux autres
constantes apparaissent naturellement grâce aux symétries de la métrique (stationnarité
et axisymétrie). On peut montrer qu’il s’agit de l’énergie de la particule mesurée par un
observateur à l’inﬁni, E, et de la composante axiale L de son moment cinétique (Misner
et al. 1973), qui peuvent s’exprimer en fonction des composantes covariantes 8 de la 4-
impulsion 9 de la particule selon :
E = −pt, (1.15)
L = pϕ.
7. Les valeurs “inhabituelles” de ces normes proviennent du caractère non euclidien de la métrique, qui
n’est plus définie positive comme c’était le cas de la métrique euclidienne.
8. On rappelle qu’un indice d’une composante d’un tenseur est dit covariant lorsqu’il est placé en
position basse, et contravariant lorsqu’il est placé en position haute.
9. Étant donné une particule (massive ou non) soumise uniquement à la gravitation, sa dynamique est
entièrement décrite par la donnée d’un champ de vecteurs p tangents à sa géodésique (de genre temps ou
de genre lumière). Imposant par ailleurs que ce champ de vecteur soit homogène à une masse (la masse m
de la particule est alors définie par la relation m2 = −p ·p), la quantité p est appelée quadri-impulsion de
la particule. On trouvera une discussion détaillée de cette quantité dans Gourgoulhon (2010b).
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De façon beaucoup moins naturelle, il se trouve qu’existe une quatrième constante (Car-
ter 1968), qui s’exprime selon :
Q = p2θ + cos
2θ
[
a2
(
m2 − p2t
)
+
p2ϕ
sin2θ
]
. (1.16)
On peut alors résoudre les Eqs. 1.15 et 1.16 en fonction des composantes covariantes
de la 4-impulsion, et remonter ensuite aux composantes contravariantes :
pα = gαβpβ = m
dxα
dτ
particule massive (1.17)
pα = gαβpβ =
dxα
dλ
photon
où gαβ représentent les composantes de la métrique inverse, τ représente le temps propre
pour une particule massive et λ un paramètre aﬃne pour un photon. Les composantes
contravariantes de la 4-impulsion n’étant rien d’autre que les dérivées des coordonnées par
rapport au paramètre d’intégration de la géodésique (à un facteur m près), on obtient
exactement les équations du mouvement recherchées.
On obtient (voir par exemple Bardeen et al. 1972) :
Σ
dr
dλ
= ±
√
R, (1.18)
Σ
dθ
dλ
= ±
√
Θ,
Σ
dϕ
dλ
= −
(
aE − L
sin2θ
)
+
a
∆
P
Σ
dt
dλ
= −a (aE sin2θ − L)+ r2 + a2
∆
P
où :
Θ = Θ(θ) = Q− cos2θ
[
a2
(
m2 −E2)+ L2
sin2θ
]
, (1.19)
P = P (r) = E
(
r2 + a2
)− aL,
R = R(r) = P 2 −∆ [m2r2 + (L− aE)2 +Q]
et où λ est relié au temps propre selon λ = τ/m pour une particule massive, et est un
paramètre aﬃne pour un photon.
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On remarque au vu des équations 1.18 que l’on peut supposer sans perte de généralité
que m = 1 pour une particule massive, au prix de redéﬁnir E et L comme étant des
quantités par unité de masse. Pour le photon on a bien sûr toujours m = 0.
Il apparaît au vu de l’Eq. 1.18 que l’utilisation numérique de cette expression de l’équa-
tion des géodésiques sera compliquée par l’apparition des racines carrées dans les équations
diﬀérentielles portant sur les variables r et θ : il faudra prendre en compte explicitement
les changements de signe des dérivées de ces variables, ce qui constitue une complication
de l’algorithme.
On verra dans le chapitre 7 qu’il existe une formulation diﬀérente de ces équations des
géodésiques qui permet d’éviter cette complication.
Il suﬃt désormais d’intégrer les équations des géodésiques pour diﬀérentes conditions
initiales aﬁn d’obtenir les lignes d’univers de particules plongées dans la métrique de Kerr.
La section suivante présente quelques-unes de ces orbites.
1.2.2 Quelques aspects des orbites relativistes
On cherche, dans cette section, à présenter de façon visuelle quelques traits particuliers
des orbites de particules en champ fort en métrique de Kerr, aﬁn de permettre une com-
préhension plus aisée des simulations qui seront présentées plus tard, et aﬁn de donner une
idée de la complexité pouvant résider dans l’image calculée d’un phénomène relativiste.
Toutes les ﬁgures présentées dans cette section ont été obtenues avec le code de calcul
d’orbites GYOTO qui sera présenté en détail dans le chapitre 7.
Géodésiques de genre temps
Concentrons nous sur les trajectoires de particules massives suivant des orbites liées
(c’est-à-dire ne s’échappant pas à l’inﬁni). En négligeant leur physique interne ainsi que les
eﬀets de marées, ce seront des trajectoires possibles pour les étoiles se trouvant aux abords
du trou noir.
Un eﬀet bien connu des orbites relativistes est la précession du périastre qui a constitué
la première vériﬁcation de la théorie d’Einstein sur le cas de Mercure. La Fig. 1.2 illustre
cet eﬀet pour une orbite équatoriale en métrique de Schwarzschild. Au vu des axes, on
constate que l’on est ici en champ faible : la valeur de la coordonnée r au périastre 10
10. Lorsqu’il s’agit d’un trou noir, l’appellation périastre peut se discuter, mais elle sera utilisée dans ce
manuscrit. On rencontre dans la littérature :
– périapse, du Grec peri, autour de, et hapsis, désignant un objet de forme courbe ou circulaire ;
– péribothron, du Grec bothros, le trou ;
– périnegricon, du Latin niger, noir, la terminaison en on étant “à la grecque” ;
– périmélanophrear, du Grec melas, au génitif melanos, signifiant noir, obscur, et phrear qui veut dire
puits ; l’utilisation de phrear est d’autant plus convaincante qu’on en trouve une occurrence chez
Platon (Théétète, 174 c) pour désigner un lieu où la pensée s’égare...
On pourrait proposer aussi bien périmélandinè , du Grec dinè signifiant gouffre, tourbillon, c’est-à-dire
quelque chose qui aspire en tournoyant. Cela conviendrait parfaitement pour un trou noir de Kerr.
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Figure 1.2 – Précession du périastre d’une orbite faiblement relativiste en métrique de
Schwarzschild. La position du trou noir est repérée par le carré noir à l’origine des coor-
données. Les axes sont gradués en unité de la masse du trou noir M , avec c = G = 1.
est 11 r ≈ 170M . Cet eﬀet d’avancée du périastre est également présent pour les orbites
elliptiques képleriennes, mais dû dans ce cas à l’attraction gravitationnelle cumulée des
diﬀérents corps en présence. 12
Cependant, dès que la particule se rapproche de l’objet compact, l’aspect des orbites
se diversiﬁe énormément par rapport au cas newtonien.
Même si l’on se restreint aux orbites liées et conﬁnées au plan équatorial du trou noir
de Kerr, le paysage est très varié. Les orbites ne sont plus elliptiques, et plus forcément
périodiques. Cependant, et c’est ce qui confère une certaine simplicité aux orbites équato-
riales, elles resteront conﬁnées dans ce plan au cours de leur évolution. Au contraire, les
orbites non équatoriales ne seront même plus planes lorsque le paramètre de spin est non
nul.
Une intéressante taxonomie des orbites équatoriales en métrique de Kerr a été établie
récemment dans une étude menée par Levin & Perez-Giz (2008) à laquelle le lecteur est
renvoyé pour plus de détails, et plus d’exemples d’orbites relativistes en champ fort.
La Fig. 1.3 représente une orbite conﬁnée au plan équatorial. On constate que cette
orbite n’est pas fermée et précesse comme celle de la Fig. 1.2. Ici pourtant, l’orbite n’a plus
11. Comme on l’a vu plus haut, longueurs et temps sont homogènes à des masses lorsqu’on utilise un
système d’unités dans lequel c = G = 1.
12. La particularité du cas de Mercure n’était donc pas l’existence d’une dérive du périastre, mais la non
adéquation entre la valeur mesurée et la valeur prédite par la théorie newtonienne.
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Figure 1.3 – Orbite d’une particule massive dans le plan équatorial d’un trou noir de
Kerr de masse M = 1, de spin a = 0,995, situé à l’origine des coordonnées. L’énergie de la
particule vaut E = 0,92103 et son moment cinétique le long de l’axe du trou noir L = 2. La
constante de Carter Q est nulle comme pour toute orbite équatoriale. On voit ici clairement
l’avancée du périastre.
rien d’elliptique, et présente une succession de phénomènes d’étirement de l’orbite loin du
trou noir et de tourbillons serrés autour de l’objet compact (zoom - whirl en anglais, voir
Levin & Perez-Giz 2008).
La Fig. 1.4 représente une orbite générale, qui n’est plus ni fermée, ni plane : on est
loin de l’ellipse képlerienne...
Toutes les orbites de particules massives autour d’un trou noir de Kerr ne sont pas aussi
complexes que les Figs. 1.3 et 1.4 le laissent supposer. Une particule peut suivre, dans le plan
équatorial d’un trou noir de Kerr, une orbite circulaire de n’importe quel rayon supérieur
à un rayon critique, rISCO, correspondant à la dernière orbite circulaire stable (souvent
appelée ISCO, de l’acronyme anglais innermost stable circular orbit). Le rayon de l’ISCO
varie en fonction du spin du trou noir, mais le relation n’est pas immédiate. On la trouvera,
ainsi qu’une discussion approfondie des orbites en métriques de Kerr, dans Bardeen et al.
(1972). On peut retenir qu’il s’agit d’une fonction décroissante du spin. Sa valeur varie
entre rISCO(a = 1) =M et rISCO(a = 0) = 6M .
On verra dans la suite le rôle particulier que joue l’ISCO dans l’étude des trous noirs :
elle peut permettre d’avoir accès au spin a.
Géodésiques de genre lumière
Les rayons lumineux sont eux aussi soumis à la gravitation. On va voir dans cette section
que la courbure qu’ils subissent au voisinage d’un objet compact rend ardue l’interprétation
d’une image d’un phénomène relativiste.
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Figure 1.4 – Dans les mêmes conditions que pour la Fig. 1.3, mais en choisissant les
conditions initiales de façon à ne pas restreindre la trajectoire au plan équatorial.
La Fig. 1.5 met en lumière l’eﬀet Lense-Thirring. On y voit deux géodésiques lumière
partageant les mêmes conditions initiales 13, mais intégrées dans des métriques diﬀérentes.
L’une est calculée au voisinage d’un trou noir de Schwarzschild (de spin a = 0), l’autre
est calculée aux abords d’un trou noir de Kerr quasi-extrême (de spin a = 0,99M). On
constate immédiatement sur cette ﬁgure que le spin du trou noir a en particulier pour eﬀet
d’entraîner les géodésiques.
La Fig. 1.6 représente l’image d’une étoile en orbite sur l’ISCO d’un trou noir de spin
a = 0,9, qui a pour valeur de coordonnée radiale : rISCO(a = 0,9) = 2,32M . On y distingue
clairement un amas principal de pixels formant l’image primaire, un arc plus mince formant
l’image secondaire, et un arc très ﬁn formant l’image tertiaire. On peut même remarquer la
présence de deux pixels éclairés en bas de l’image, formant l’image quaternaire. Ces images
d’ordre supérieur sont dues à l’eﬀet de lentille gravitationnelle exercé par le trou noir sur
les rayons lumineux, comme on va l’illustrer dans la suite.
La Fig. 1.7 représente quatre géodésiques lumière correspondant à quatre pixels éclairés
dans la Fig. 1.6. Chaque géodésique correspond à l’un des pixels de l’une des images, pri-
maire, secondaire, tertiaire ou quaternaire évoquées plus haut. La géodésique correspondant
à l’image primaire est assez peu courbée dans son parcours la reliant à l’observateur. Par
contre, plus l’ordre de l’image considérée augmente, plus la géodésique suit une trajectoire
fortement courbée, au point de faire plusieurs fois le tour du trou noir avant de rejoindre
l’observateur. De ce fait, il faut prendre garde au fait que les diﬀérents pixels éclairés dans
une image relativiste telle que la Fig. 1.6 ne sont pas simultanément émis par la source.
13. Lorsqu’il s’agit de géodésiques lumière, on entend par condition initiale la quadri-position et le
quadri-vecteur tangent du photon au niveau de l’observateur, l’intégration étant effectuée en remontant le
temps. On reviendra sur ce point dans le chapitre 7.
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Figure 1.5 – Deux géodésiques lumière ayant les mêmes conditions initiales, calculées
avec deux spins diﬀérents, a = 0 et a = 0,99. On distingue clairement l’eﬀet de Lense-
Thirring : le spin du trou noir entraîne les géodésiques. La carré noir de gauche se trouve à
l’emplacement du trou noir, le carré noir de droite représente la position d’un observateur
distant, à r = 35M . L’intégration (eﬀectuée en remontant le temps coordonnée) est arrêtée
à proximité de l’horizon des événements. Les axes sont gradués en unité de la masse du
trou noir.
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Figure 1.6 – Image d’une étoile en orbite sur l’ISCO d’un trou noir de spin a = 0,9. On
distingue nettement les images primaire, secondaire et tertiaire. Les axes sont gradués en
radians.
En eﬀet, un pixel de l’image quaternaire est émis à une valeur du temps coordonnée t
bien inférieure à la date d’émission d’un photon de l’image primaire. Ainsi, les durées en
temps coordonnée séparant l’émission du photon de sa réception par l’observateur pour les
géodésiques illustrées Fig. 1.7 correspondant aux images primaire et quaternaire sont de :
∆tprimaire = 109M, (1.20)
∆tquaternaire = 154M.
Un exemple bien connu de lentillage gravitationnel est représenté sur la Fig. 1.8. Cette
fois, l’observateur est aligné avec le trou noir et une étoile, le trou noir étant placé entre
l’observateur et l’étoile. La taille angulaire de l’étoile étant inférieure à celle de l’horizon
du trou noir, celui-ci “cache” la source au sens de la physique newtonienne. Pourtant,
des rayons lumineux peuvent rejoindre l’observateur comme le montre la Fig. 1.8, l’image
obtenue formant un anneau d’Einstein.
Ces quelques exemples montrent la complexité qui est contenue dans une image de
phénomène relativiste. Il est clair que la simulation numérique est le seul outil qui permettra
d’analyser eﬃcacement ce genre d’image.
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Figure 1.7 – Géodésiques lumière donnant lieu à un pixel éclairé des images primaire,
secondaire, tertiaire et quaternaire de la Fig 1.6. Le trou noir a un spin a = 0,9. Les carrés
noirs représentent les positions du trou noir et de l’observateur, et les carrés jaunes les
diﬀérents lieux d’émission des photons. Certaines géodésiques présentent des coudes très
brusques, qui sont expliqués par les échelles diﬀérentes des axes (gradués en unité de la
masse du trou noir).
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Figure 1.8 – La source lumineuse (en jaune), le trou noir (de spin a = 0) et l’observateur
(tous deux en noir) sont alignés. La courbure des rayons lumineux leur permet de rejoindre
l’observateur et de former sur son écran d’observation un anneau d’Einstein, représenté
dans l’encart. Les géodésiques représentées en rouge relient la source à quatre pixels de
l’écran. La géodésique représentée en bleu est responsable d’une image secondaire, qui se
traduit par un autre cercle de rayon plus petit sur l’écran, mais qu’on ne peut pas distinguer
sur l’encart.
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Ce chapitre vise à établir quelques notions de base sur l’interférométrie. Cette présen-
tation restera très succincte et ne vise qu’à mettre en perspective les fondamentaux de
l’interférométrie.
Pour une description approfondie de ce thème, on pourra consulter Born & Wolf (1999).
2.1 Imagerie et interférométrie
Cette section vise à rappeler quelques notions fondamentales d’imagerie.
La section 2.1.1 présente quelques notions de théorie de l’imagerie utilisant le formalisme
de Fourier. Ces notions seront immédiatement transposées au cas interférométrique : ce
détour par l’imagerie vise à les introduire dans un contexte peut-être plus familier au
lecteur.
La section 2.1.2 montre en quoi il est naturel que ces notions d’imagerie soient trans-
posables au cas interférométrique.
2.1.1 Composantes de Fourier d’une image
Cette section est très largement inspirée de Haniﬀ (2007).
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Figure 2.1 – Coordonnées angulaires dans le plan du ciel (θx, θy), coordonnées conjuguées
de Fourier (u, v), dans le plan orthogonal à la ligne de visée, reliées aux coordonnées
cartésiennes (x, y) par (u, v) = (x
λ
, y
λ
). Source : Labeyrie et al. (2006).
On considère un objet astrophysique étendu de distribution d’intensité O(θx, θy) où θx
et θy sont des coordonnées angulaires sur le ciel. Cet objet est observé à travers un système
optique de fonction d’étalement de point (PSF 1) P (θx, θy). Du fait de la limitation de
l’ouverture du système optique, l’image d’une source ponctuelle sera étalée en une certaine
distribution d’intensité, la PSF.
La théorie de l’imagerie (voir par exemple Goodman 2005) permet de relier la distri-
bution d’intensité observée I(θx, θy) (c’est-à-dire, l’image observée) à O(θx, θy) et P (θx, θy)
selon :
I(θx, θy) = P (θx, θy) ∗O(θx, θy) (2.1)
où l’opérateur ∗ désigne la convolution.
En prenant la transformée de Fourier de cette égalité on obtient :
I˜(u, v) = T (u, v)× O˜(u, v) (2.2)
où X˜ désigne la transformée de Fourier d’une quantité X, et où l’on a introduit la fonction
de transfert optique (FTO) T = P˜ .
Les coordonnées (u, v), conjuguées de Fourier des coordonnées angulaires sur le ciel
(θx, θy), sont reliées aux coordonnées (x, y) du plan orthogonal à la ligne de visée par
(u, v) = (x
λ
, y
λ
) (Labeyrie et al. 2006), où λ est la longueur d’onde du rayonnement supposé
1. On garde l’acronyme anglais correspondant à point spread function.
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Figure 2.2 – A droite, fonction de transfert optique d’une ouverture circulaire de rayon
R, en fonction de la variable f =
√
u2 + v2. Le schéma de gauche illustre l’identité entre la
FTO et l’autocorrélation de l’ouverture (représentée par l’aire de la surface hachurée, qui
varie en fonction de la distance entre les centres des deux ouvertures). Source : Labeyrie
et al. (2006).
monochromatique. Ces coordonnées (u, v) sont appelées fréquences spatiales. Par analogie
avec la fréquence ν conjuguée de Fourier d’un temps t, on associe la fréquence spatiale u à
la coordonnée angulaire θx. On voit déjà à ce stade que le spectre en fréquences spatiales
de l’objet va être limité par l’ouverture du télescope : à des valeurs de (u, v) correspondant
à des points (x, y) situés en dehors de la projection de l’ouverture orthogonalement à la
ligne de visée, la composante de Fourier I˜(u, v) sera nulle.
Toute l’information sur l’objet observé se retrouve dans la transformée de Fourier de
cet objet, O˜. Si l’on connaît parfaitement la transformée de Fourier de l’objet, on remonte
à sa distribution d’intensité par simple transformée inverse. L’Eq. 2.2 établit le lien entre
les composantes de Fourier de l’image et celles de la distribution objet. Les composantes
de Fourier de l’image pour des fréquences spatiales u et v, I˜(u, v), sont égales aux compo-
santes de Fourier de la distribution objet, O˜(u, v), pondérées par la valeur de la fonction
de transfert optique évaluée aux mêmes fréquences spatiales, T (u, v). Cette fonction de
transfert agit donc comme un ﬁltre sur la transformée de Fourier de la distribution objet.
On a vu que le spectre en fréquence spatiale de l’objet était limité par l’ouverture du té-
lescope. Il est donc naturel que la FTO soit reliée directement à cette même ouverture. On
peut montrer qu’eﬀectivement, la FTO n’est rien d’autre que l’autocorrélation de l’ouver-
ture. Ainsi pour une ouverture circulaire, on obtiendra la fonction de transfert représentée
sur la Fig. 2.2, en fonction de la coordonnée f =
√
u2 + v2. On constate sur cette ﬁgure
que la FTO décroît avec l’augmentation de la fréquence spatiale, jusqu’à s’annuler en une
fréquence fc = Dλ où D est le diamètre de l’ouverture. La fonction de transfert optique agit
donc comme un ﬁltre spatial passe-bas. Cette fréquence de coupure permet d’obtenir la
résolution angulaire δθ du télescope, que l’on peut déﬁnir égale à l’inverse de la fréquence
de coupure :
δθ ≡ λ
D
. (2.3)
La section suivante tente d’expliquer en quoi le détour par le formalisme de Fourier qui
a été opéré jusqu’ici est naturel en imagerie.
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2.1.2 Imagerie, diffraction et interférométrie
L’imagerie consiste à analyser l’image d’une source à travers une ouverture unique. Cela
revient à étudier la ﬁgure de diﬀraction de la source à travers l’ouverture, qui n’est rien
d’autre qu’une ﬁgure d’interférences. En eﬀet, le principe de Huygens-Fresnel stipule que
chaque point du front d’onde peut être considéré comme une source secondaire émettant
une onde sphérique dans la direction de propagation (on ignore la partie de l’onde se
propageant dans le sens contraire) et que ces ondes vont interférer pour former la ﬁgure de
diﬀraction.
On constate donc que les notions de diﬀraction et d’interférence (donc d’imagerie et
d’interférométrie) sont essentiellement identiques. On parle d’interférences quand deux
faisceaux ayant suivi des chemins diﬀérents se rencontrent ; on parle de diﬀraction quand
il s’agit d’une même onde dont les diﬀérentes composantes de Huygens-Fresnel interfèrent.
Or, on verra dans la section 2.2 que les observables interférométriques sont directement
reliées aux composantes de Fourier de la distribution image, I˜(u, v). On voit donc ici le lien
qui rend naturel l’utilisation du formalisme de Fourier en interférométrie, et donc, d’après
ce qui précède, en imagerie.
2.2 Interférométrie à plusieurs télescopes
2.2.1 Fonction de cohérence, fonction de visibilité
On considère une source astrophysique émettant un rayonnement qui est échantillonné
par deux télescopes. Le télescope T1 détecte à la date t une intensité I1 = 〈|E1(~r1, t)|2〉 et
le télescope T2 une intensité I2 = 〈|E2(~r2, t)|2〉, où 〈.〉 représente l’opération de moyenne
temporelle sur une durée longue devant la période d’oscillation du champ électrique. Si on
combine ces deux signaux on obtient l’intensité :
Iinterf = I1 + I2 + 2Re (〈E1(~r1, t)∗E2(~r2, t)〉) (2.4)
où X∗ désigne le complexe conjugué de X et Re désigne la partie réelle d’une quantité
complexe.
On constate que toute l’information sur la ﬁgure d’interférence est contenue dans la
grandeur 〈E1(~r1, t)∗E2(~r2, t)〉 qui ne mesure rien d’autre que la corrélation entre les deux
échantillons du champ électrique prélevés en deux points diﬀérents ~r1 et ~r2 (correspondant
aux vecteurs coordonnées des deux télescopes) à un même instant t (la date de l’observa-
tion). Cette quantité est directement fonction de la diﬀérence de chemin optique entre les
rayons lumineux incidents sur les deux télescopes.
La valeur de l’intensité après recombinaison des faisceaux dépend donc de la diﬀérence
de marche entre les faisceaux. Si les rayons lumineux impactant T1 ont parcouru une
distance exactement égale à la distance parcourue par les rayons qui impactent T2, le terme
de corrélation sera maximum. Au contraire, si la diﬀérence de chemin optique parcouru
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est trop grande, le terme de corrélation s’annulera. On peut montrer (Labeyrie et al. 2006)
que la distance à partir de laquelle le terme de corrélation devient négligeable vaut :
rc =
λ
∆θ
(2.5)
où ∆θ est la taille angulaire de la source. Cette grandeur rc est appelée distance de cohé-
rence.
Aﬁn de pouvoir observer des franges d’interférences, il faudra faire en sorte d’égaliser
les chemins parcourus par les rayons impactant les télescopes à moins que rc.
On appelle fonction de cohérence 2 spatiale V la quantité :
V( ~B = ~r2 − ~r1) ≡ 〈E1(~r1, t)∗E2(~r2, t)〉 (2.6)
où l’on a supposé l’invariance spatiale de la fonction de cohérence en écrivant que V ne
dépend que de la séparation ~B entre les télescopes, appelée ligne de base, et où l’on suppose
également la stationnarité de sorte que la valeur du terme de droite ne dépend pas de la
date t à laquelle on calcule la corrélation.
Plutôt que d’exprimer la fonction de cohérence spatiale comme dépendant de la sé-
paration entre les télescopes ~B, on peut l’exprimer en fonction des coordonnées (u, v)
introduites Fig. 2.1. On peut également séparer la fonction de cohérence complexe V en
module et argument selon :
V(u, v) = V (u, v) ei ϕ(u,v). (2.7)
Les quantités V (u, v) et ϕ(u, v) sont appelées module de la visibilité et phase. Ce sont les
observables interférométriques qui peuvent être déduites de la ﬁgure d’interférence déﬁnie
par l’Eq. 2.4. En lumière monochromatique, la visibilité est égale au contraste des franges,
et la phase est égale à l’écart entre la position du maximum du système de franges et la
position du zéro de diﬀérence de marche (voir Fig. 2.3).
Munis de ces déﬁnitions, on peut énoncer un théorème essentiel : le théorème de Zernike-
van Cittert. Celui-ci permet de relier visibilité, phase et distribution d’intensité de l’objet
observé I(θx, θy) (on utilise ici les notations introduites dans la section 2.1.1).
Il s’énonce (Haniﬀ 2007) :
V(u, v) = I˜(u, v)
I˜(0, 0)
(2.8)
On obtient donc ici ce que la section 2.1.2 avait annoncé : les composantes de Fourier
de l’image observée sont exactement égales (aux facteurs de normalisation près) aux va-
leurs prises par la fonction de cohérence spatiale, c’est-à-dire, aux valeurs des observables
interférométriques que sont la visibilité et la phase.
De façon moins condensée, le théorème de Zernike-van Cittert s’écrit donc :
2. le terme “cohérence” est donc ici à prendre comme un synonyme de “corrélation”
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Figure 2.3 – Figure d’interférence en lumière monochromatique : variation de l’intensité en
fonction de la diﬀérence de marche entre les rayons. La visibilité est égale au contraste des
franges (IM et Im désignant respectivement la valeur maximale et minimale de l’intensité),
la phase vaut l’écart entre la position du maximum des franges et la position de diﬀérence
de marche nulle.
V (u, v) ei ϕ(u,v) =
∫ ∫
I(θx, θy) exp(−i 2 π (u θx + v θy)) dθxdθy∫ ∫
I(θx, θy) dθxdθy
. (2.9)
Ainsi, la fonction de cohérence spatiale est égale à la transformée de Fourier normalisée
de la distribution d’intensité de l’objet observé.
Il est donc possible de reconstituer l’image de l’objet à partir des données interféromé-
triques : si la visibilité et la phase sont connues pour suﬃsamment de valeurs de couples de
fréquences spatiales (u, v), on peut déterminer l’image par transformée de Fourier inverse.
Sachant que lors du calcul de transformée de Fourier inverse la connaissance de la phase ϕ
est cruciale (elle a un impact plus important que la connaissance du module V ), on peut
déjà conclure que deux conditions sont nécessaires pour espérer obtenir une image à partir
de mesures interférométriques :
– une connaissance suﬃsamment précise de la phase,
– un échantillonnage suﬃsamment ﬁn du plan des fréquences spatiales (u, v).
2.2.2 Fonction de transfert et PSF
On considère deux télescopes représentés sur la Fig. 2.4.
On peut calculer la fonction de transfert optique de ce système de la même façon que
dans la section 2.1.1, par autocorrélation de la fonction d’ouverture (en tenant compte
du fait que l’on a désormais deux ouvertures au lieu d’une seule). On obtient la fonction
représentée Fig. 2.5, qui n’a qu’une seule dimension, celle de la droite joignant les deux
télescopes. On peut généraliser immédiatement à plusieurs télescopes, la FTO étant désor-
mais représentée dans le plan (u, v), et prenant des valeurs non nulles autour des points
(u, v) tels qu’il existe une base projetée orthogonalement à la ligne de visée ~B⊥ = (λ u, λ v)
qui relie deux télescopes. En pratique, la dimension de l’ouverture des télescopes étant
négligeable devant les lignes de bases, la FTO devient une assemblée de pics de Dirac dans
le plan (u, v) représentant les fréquences spatiales échantillonnées par l’interféromètre.
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Figure 2.4 – Interféromètre à deux télescopes séparés de la distance B. La diﬀérence de
marche entre les deux faisceaux détectés par les deux télescopes vaut ~B · ~s où ~s est le
vecteur directeur de la ligne de visée. Cette diﬀérence de marche sera corrigée par les lignes
à retard (delay lines) aﬁn d’obtenir des franges d’interférence lors de la recombinaison
des faisceaux S1 et S2. Le plan (u, v) est représenté, orthogonalement à la ligne de visée.
Source : Labeyrie et al. (2006).
Figure 2.5 – Fonction de transfert optique (FTO) d’un interféromètre à deux télescopes
d’ouverture de diamètre D, séparés d’une distance B⊥ en projection orthogonalement à la
ligne de visée. On note f la fréquence spatiale.
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La notion de PSF introduite dans la section 2.1.1 peut également être déﬁnie dans le
cadre de l’interférométrie. On a vu que le théorème de Zernike-van Cittert (Eq. 2.9) établit
que la distribution d’intensité de l’objet est égale à la transformée de Fourier inverse de
la fonction de cohérence spatiale V(u, v). Dans la pratique, on n’a accès qu’à un certain
échantillon de fréquences spatiales (u, v), jamais au plan tout entier. On peut donc écrire :
I(θx, θy) =
∫ ∫
S(u, v)V(u, v) exp(i 2 π(θx u+ θy v)) dudv (2.10)
= P (θx, θy) ∗O(θx, θy)
où la fonction S désigne la fonction d’échantillonnage du plan (u, v) (qui est égale à la
fonction de transfert lorsque qu’on la considère comme une assemblée de pic de Dirac
en négligeant l’ouverture des télescopes) et O(θx, θy) désigne la distribution d’intensité de
l’objet, égale à la transformée inverse de V(u, v). La fonction P (θx, θy) déﬁnie par l’Eq. 2.10,
égale à la transformée de Fourier de la fonction d’échantillonnage du plan (u, v), n’est autre
que la PSF de l’interféromètre.
2.2.3 Résolution et précision astrométrique
On constate au vu de la Fig. 2.5 que le recours à plusieurs télescopes permet de sonder
des fréquences spatiales nettement plus élevées que celles qui sont accessibles au moyen
d’une seule ouverture. En terme de précision angulaire, ceci se traduit par un gain consi-
dérable puisque, de la même manière que la résolution atteignable par une ouverture mo-
nolithique de diamètre D est λ
D
, la résolution d’un interféromètre à deux télescopes atteint
λ
B⊥
où B⊥ est la distance maximale entre les télescopes projetée orthogonalement à la ligne
de visée. On peut donc espérer atteindre un niveau de détail bien supérieur à celui fourni
par un télescope unique.
Par ailleurs, l’interférométrie permet de réaliser des mesures astrométriques de haute
précision. Soit en eﬀet deux sources sur le ciel séparées d’un écart angulaire θ. Chaque étoile
va donner naissance à un paquet de franges, qui seront séparés d’une distance (diﬀérence
de marche) δ. On a :
δ = B⊥ × θ. (2.11)
L’incertitude sur ces grandeurs, notée σ, sera donnée par :
σ(δ) = B⊥ × σ(θ). (2.12)
où on a supposé en première approximation que la ligne de base est parfaitement connue.
La quantité σ(θ) = σ(δ)/B⊥ est alors la précision astrométrique de l’interféromètre.
Cette précision astrométrique est donc inversement proportionnelle à la longueur de
la base : plus la base est grande, meilleure sera la précision. Cette notion est diﬀérente
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de la résolution de l’interféromètre qui est de λ
B⊥
. En eﬀet, la résolution désigne la largeur
angulaire des franges (c’est l’interfrange). Ce qui importe pour l’astrométrie c’est la capacité
à mesurer un décalage δ entre deux franges centrales pour deux paquets de franges formés
par deux sources. L’incertitude sur cette quantité dépend de la précision métrologique σ(δ)
dont on est capable et peut être très inférieure à la résolution.
On constate que la précision astrométrique, qui cherche à mesurer un intervalle entre
deux maxima de paquets de franges, est directement reliée à la précision sur la mesure de
la phase, celle-ci étant égale à l’écart entre le maximum du paquet de franges et la position
de diﬀérence de marche nulle (voir Fig. 2.3).
L’importance d’une mesure précise de la phase apparaît donc clairement.
2.2.4 Difficultés liées à la mesure de la phase
Les sections précédentes, assez théoriques, ne se sont pas du tout intéressées à la mesure
eﬀective des observables interférométriques que sont le module de la fonction de visibilité
V (u, v) et la phase ϕ(u, v). Il n’est pas question ici d’aborder ces sujets qui demanderaient
de trop longs développements. On ne va décrire, très succinctement, que les eﬀets de l’at-
mosphère terrestre sur la mesure de la phase (quantité cruciale, comme on l’a vu plus haut,
pour obtenir des images à partir des données interférométriques, et pour parvenir à une
haute précision astrométrique).
On a vu dans la section 2.1.1 que la résolution angulaire d’un télescope de diamètre
D était de λ/D. Cependant, ceci ne tient aucun compte de la turbulence atmosphérique.
Celle-ci a pour eﬀet de rendre complètement décorrélés en phase deux points de l’ouverture
distants de moins d’une certaine longueur appelée paramètre de Fried, r0, qui est typique-
ment égal à quelques dizaines de centimètres en infrarouge. Si r0 < D (ce qui est toujours
le cas !), c’est la turbulence atmosphérique qui dicte les performances du télescope, limitant
la résolution à la valeur du seeing : λ/r0.
L’optique adaptative est une technique qui permet de corriger les eﬀets de la turbu-
lence pour s’approcher de la limite de diﬀraction. L’idée est de corriger les distorsions du
front d’onde en réﬂéchissant la lumière sur un miroir pouvant se déformer à une cadence
suﬃsamment élevée pour suivre les variations de la turbulence (typiquement de l’ordre de
la dizaine de millisecondes en infrarouge).
On obtient alors des fronts d’onde plans au niveau de chaque télescope, mais décalés
d’une certaine valeur de chemin optique, appelée piston atmosphérique. Cet eﬀet est illustré
Fig. 2.6. On constate que ce piston atmosphérique décale les franges d’interférence par
rapport au zéro de diﬀérence de marche où les franges se trouveraient en l’absence d’eﬀet
atmosphérique. Ceci se traduit par une variation rapide de la valeur de la phase ϕ au même
rythme que la turbulence.
Il faut donc corriger ce piston atmosphérique en ramenant les franges d’interférence
à leur position de référence (c’est-à-dire à la position de diﬀérence de marche nulle pour
la Fig. 2.6). Une boucle d’asservissement permet de réaliser cette opération : on l’appelle
suiveur de frange. Cette correction est absolument nécessaire pour obtenir des observables
interférométriques exploitables, puisqu’elle permet d’intégrer suﬃsamment longtemps sur
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Figure 2.6 – L’optique adaptative corrige les distorsions du front d’onde et l’aplanit de-
vant chaque télescope (traits rouges). Cependant, les diﬀérents fronts d’onde seront aﬀectés
d’une certaine diﬀérence de marche (DDM) qui a pour eﬀet de décaler la ﬁgure d’interfé-
rence de la position du zéro de DDM. Source : Kervella (2001)
la source observée, sans être limité par le temps caractéristique de variation de la turbu-
lence.
Une diﬃculté supplémentaire intervient lorsque la source d’intérêt scientiﬁque est trop
faible pour que des franges soient observables en intégrant seulement pendant un temps
inférieur à la variation de la turbulence. Dans ce cas, il est nécessaire d’opérer la correction
de piston sur une autre source plus brillante, aﬀectée par la turbulence de façon analogue
à la source d’intérêt (donc située suﬃsamment proche d’elle sur le ciel). On parle alors
d’interférométrie à référence de phase.
Ces diﬀérentes techniques (optique adaptative, suivi de frange, référence de phase),
nécessaires pour obtenir une bonne mesure de phase, vont permettre de pousser à son
maximum la précision astrométrique de l’instrument (voir section 2.2.3) et vont permettre
d’envisager de construire des images 3 à partir des données interférométrique à condition
que l’échantillonnage du plan (u, v) soit suﬃsant (voir section 2.2.1).
On verra dans le chapitre 4 que la réalisation de ces performances permet d’envisager
d’utiliser l’interférométrie pour mettre à l’épreuve certaines prédictions de la relativité
générale.
3. L’accès aux clôtures de phases permet déjà d’obtenir des images, mais la connaissance de la phase
elle-même est une information supplémentaire permettant d’obtenir une image plus précise.
Chapitre 3
Le trou noir au centre de la Galaxie
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Le centre galactique est un environnement riche et complexe. La présente section ne vise
qu’à dresser un portrait rapide et succinct du parsec central abritant la source Sgr A*. Pour
une description nettement plus complète (et en Français) on pourra se reporter à Paumard
(2003). Genzel et al. (2010) ont publié récemment une revue exhaustive sur le sujet.
3.1 Un bref aperçu du parsec central de la Galaxie
3.1.1 Les principales structures
Les 10 parsecs centraux de notre Galaxie sont occupés par le complexe Sagittarius A
(Sgr A). La Fig. 3.1 représente les principaux constituant de ce complexe, ainsi que sa
localisation dans le degré central.
Sgr A est constitué de quatre sous-structures principales. Sgr A Est est une bulle en
expansion, probablement un reste de supernova, de 7× 9 parsecs. Il est possible que Sgr A
Ouest et Sgr A* soient à l’intérieur de cette bulle. Le disque circumnucléaire est proba-
blement composé de 10 à 20 nuages moléculaires de taille caractéristique 0,5 parsec. Il se
trouve en projection au bord de Sgr A Est. La minispirale Sgr A Ouest occupe les deux
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parsecs centraux de la Galaxie. Cette structure est dominée par l’émission du gaz ionisé et
de la poussière.
3.1.2 L’amas nucléaire
Le parsec central est occupé par un amas dense d’étoiles, l’amas nucléaire.
Celui-ci est constitué d’étoiles de diﬀérents types. Les premières étoiles observées (Rieke
& Low 1973; Becklin & Neugebauer 1975), de loin les plus nombreuses (96% du total),
sont des étoiles chaudes et vieilles (géantes et supergéantes rouges, étoiles AGB), ce qui
est attendu dans un amas si proche d’un trou noir : la formation in situ d’étoiles jeunes
y serait extrêmement perturbée par la présence de l’objet compact central du fait de
l’extrême densité que doit atteindre un nuage de gaz pour former des étoiles à proximité
d’un trou noir supermassif (la densité des particules de gaz doit être de l’ordre de 108 cm−3,
à comparer aux 104 cm−3 que l’on trouve usuellement dans les nuages moléculaires de la
Galaxie, Alexander 2005).
Cependant, des observations ultérieures (Forrest et al. 1987; Allen et al. 1990; Paumard
et al. 2006) ont démontrer la présence d’étoiles chaudes et jeunes (quelques millions d’an-
nées), de type O et B sur la séquence principale, ou même des étoiles Wolf-Rayet (WR),
probablement réparties sur deux disques tournant en sens opposé (Paumard et al. 2006).
La distribution spatiale de ces étoiles O/B/WR présente une rupture nette : elles ne sont
pas observées à moins de 0, 8 seconde d’angle de la source ponctuelle Sgr A* (Bartko et al.
2010).
Ces étoiles pourraient s’être formées sur place par fragmentation d’un disque d’accré-
tion. Cette hypothèse est soutenue par des considérations théoriques qui ont prédit, bien
avant l’observation des étoiles de l’amas nucléaire galactique, l’existence sous certaines
conditions de formation d’étoiles dans les disques d’accrétion (Paczynski 1978). Il est aussi
envisageables que ces étoiles aient été formées dans un amas d’étoiles plus éloigné de l’objet
central, qui aurait spiralé vers le centre sous l’eﬀet de la friction dynamique, et aurait ﬁ-
nalement été fragmenté par les forces de marées au voisinage du trou noir (Gerhard 2001).
La diﬃculté que rencontre ce modèle est que les forces de marées risquent de fragmen-
ter l’amas avant qu’il n’atteigne l’extrême centre galactique. Toutefois, on peut envisager
qu’un trou noir de masse intermédiaire au cœur de l’amas puisse lutter contre ces eﬀets
de marées et permettre de conserver la stabilité de l’amas suﬃsamment longtemps. Cette
hypothèse est appuyée par des observations récentes suggérant l’existence d’un trou noir
de masse intermédiaire au cœur de la source IRS13E (Schödel et al. 2005). On trouvera
une discussion de toutes ces questions dans Alexander (2005) et Genzel et al. (2010).
Plus surprenant encore, Eckart et al. (1995) ont découvert un amas dense d’étoiles
faibles (mK ≤ 16) principalement de type B occupant la seconde d’angle centrale, sans
rupture de distribution spatiale observée jusqu’à Sgr A*. Il s’agit de l’amas S (voir la
Fig 3.2), constitué des étoiles les plus proches du trou noir observables à l’heure actuelle.
Contrairement aux étoiles O/B/WR plus lointaines qui sont réparties dans des disques, les
étoiles de l’amas S sont réparties de façon isotrope (Ghez et al. 2005). Les observations
récentes des positions et mouvements propres de ces étoiles très proches de la source Sgr A*
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Figure 3.1 – Image radio (source : Kassim et al. 1999) du degré central (≈ 100 pc) faisant
apparaître le complexe central Sgr A, les régions HII Sgr B1 et Sgr C, le nuage moléculaire
géant Sgr B2, des restes de supernovae (SNR) ainsi que des structures ﬁlamentaires traçant
les lignes du champ magnétique central. L’encart de droite (source : Baganoﬀ et al. 2003)
est un schéma des quelques parsecs centraux.
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Figure 3.2 – L’amas d’étoiles S occupant la seconde d’angle centrale du centre galactique.
Source : Gillessen et al. (2009).
ont permis de contraindre la distance au centre galactique (R0), la masse (Mbh) et le
mouvement propre de l’objet central avec une précision inégalée : R0 = 8,0 ± 0,6 kpc,
Mbh = 4,1 ± 0,6 × 106M⊙ et un mouvement propre nul à l’incertitude de 30 km s−1
près (Ghez et al. 2008) ; R0 = 8,33± 0,35 kpc, Mbh = 4,31 ± 0,36 ×106M⊙ (Gillessen et al.
2009). Signalons que l’erreur sur la masse dans ces ajustements est complètement dominée
par l’impact de l’erreur sur la distance (voir la discussion à ce propos dans Gillessen et al.
2009). Ceci est dû au fait que la contrainte sur la masse provient (via les lois de Kepler)
de contraintes sur le demi grand axe des orbites, dont la distance physique est déduite des
mesures angulaires sur le ciel via la distance au centre galactique. Les erreurs sur R0 et
Mbh sont donc fortement corrélées.
Ces étoiles S constituent donc une sonde idéale des propriétés de l’objet compact central
Sgr A*.
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3.2 Sagittarius A*
3.2.1 Un trou noir au centre de la Galaxie ?
L’hypothèse de l’existence d’un trou noir au centre de la Galaxie a été émise pour
la première fois par Lynden-Bell & Rees (1971), s’inspirant de la découverte récente des
quasars et du mécanisme qui avait été proposé pour expliquer ces phénomènes : l’accrétion
par un trou noir supermassif. Balick & Brown (1974) découvrent peu après l’existence
d’une source compacte radio au centre de la Galaxie, qui sera nommée Sgr A* par Brown
(1982) pour la diﬀérencier du complexe plus étendu Sgr A. Des mesures de vitesse radiale
du gaz ionisé à proximité du centre galactique (Wollman et al. 1977) ont ensuite permis, via
l’utilisation du théorème du viriel, d’inférer la présence d’une masse de quelques millions
de masses solaires dans le parsec central.
Grâce à l’étude de la population stellaire connue à l’époque dans l’amas nucléaire,
Genzel et al. (1996) ont conclu que le centre galactique était constitué d’une masse centrale
de 3,0×106M⊙ et d’un amas stellaire de 1,0×106M⊙.
L’existence d’une source centrale compacte a été corroborée par les mesures de mouve-
ments propres des étoiles (Eckart & Genzel 1997; Ghez et al. 1998). Mais les arguments les
plus déterminants en faveur d’un trou noir ont été apportés par l’étude de l’accélération
des étoiles S, et surtout par l’observation de l’orbite complète de l’étoile S2, dont la période
est d’approximativement 15 ans, et qui passe à son périastre à seulement 1400 rayons de
Schwarzschild pour un trou noir de quatre millions de masses solaires (Ghez et al. 2000;
Schödel et al. 2002). Les travaux les plus récents précédemment cités (Ghez et al. 2008; Gil-
lessen et al. 2009) ont conﬁrmé eux aussi l’accord parfait des observations avec la présence
d’un trou noir supermassif.
Il faut toutefois noter que ces tests observationnels souﬀrent de quelques limitations.
Tout d’abord, l’étoile S2 était plus brillante que d’habitude lors de son passage au pé-
riastre en 2002, ce qui laisse supposer qu’elle pouvait être alors superposée à une autre
étoile plus faible, perturbant ainsi les mesures astrométriques. Pour tenir compte de ce
problème, Ghez et al. (2008) n’ont pas tenu compte de ce point d’observation dans leur
ajustement, et Gillessen et al. (2009) lui ont attribué un poids plus faible. Ceci est préju-
diciable puisque c’est précisément au périastre que l’étoile est la plus aﬀectée par l’objet
central. Par ailleurs, le mouvement propre de Sgr A* n’est pas parfaitement connu, ce qui
entraîne une source d’erreur supplémentaire dans les ajustements.
De plus, il est important de garder en tête que ces observations n’ont sondé le potentiel
central que jusqu’à une distance de l’ordre de 1400 rayons de Schwarzschild (avec les
restrictions du paragraphe précédent). Il est donc tout à fait possible que des observations
de phénomènes plus proches du centre contredisent l’hypothèse du trou noir, en privilégiant
un autre type d’objet qui serait très semblable à un trou noir à grande distance.
Par ailleurs, l’observation par interférométrie à très longue base (VLBI) a permis récem-
ment de contraindre la taille de la région émettrice à 1,3mm à seulement 37+16−10(3σ)µas (Doe-
leman et al. 2008), valeur particulièrement impressionnante si on se souvient que la taille
angulaire du rayon de Schwarzschild d’un trou noir de quatre millions de masses solaires
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au centre de la Galaxie vaut 10µas à 8 kpc. Cette valeur n’est que très marginalement
en accord avec la taille de la silhouette 1 du trou noir qui varie entre 45 et 50µas selon la
valeur du spin. Cependant, il est probable que l’émission détectée ne coïncide pas avec la
source Sgr A*, mais soit émise dans son voisinage, par exemple dans un disque d’accrétion
ou dans un jet.
Enﬁn, Broderick et al. (2009b) ont montré que, tenant compte des observations réalisées
jusqu’alors, et en imaginant que Sgr A* est doté d’une surface émettant un rayonnement
de corps noir, on aboutit à une contradiction. Ils en concluent qu’il ne peut exister de
surface, ce qui est un argument fort en faveur de l’existence d’un horizon des événements.
Cependant, il convient de garder en tête les limites des arguments en faveur de l’existence
d’un horizon des événements, mis en lumière dans Abramowicz et al. (2002).
3.2.2 Alternatives au trou noir
Un amas sombre d’étoiles faibles ou de résidus stellaires
On peut imaginer que le centre galactique ne contienne pas de trou noir supermassif
mais soit constitué d’un amas sombre très dense d’étoiles faibles et de résidus stellaires
(étoiles à neutrons, trous noirs stellaires).
En étudiant l’orbite de l’étoile S2, Schödel et al. (2002) ont montré, en supposant un
proﬁl de Plummer 2 pour la densité, que la densité centrale de l’amas devrait alors atteindre
1017M⊙ pc−3.
Un tel amas ne sera stable que si ses constituants ne s’évaporent pas (c’est-à-dire, ne
s’échappent pas de l’amas sous l’eﬀet de déﬂexion gravitationnelle des autres constituants
de l’amas) et si l’amas n’est pas détruit par les collisions entre ses constituants. Maoz
(1998) montre que le temps caractéristique de stabilité d’un amas soumis à ces deux seuls
eﬀets (qui sont les eﬀets dominants à prendre en compte pour l’étude de la stabilité de
l’amas) avec la densité centrale établie plus haut n’est que de quelques 105 ans, durée bien
trop courte pour être envisageable, les étoiles S ayant une durée de vie supérieure.
Une boule de fermions
Viollier et al. (1993) ont proposé d’expliquer les masses compactes observées aux centres
des galaxies par des boules de fermions massifs (dont la masse était initialement proposée
de l’ordre de 17 keV). Ces fermions pourraient être des neutrinos stériles, des axinos ou des
gravitinos, dont les masses supposées varient selon les modèles de 1 keV à 100 GeV (Mu-
1. On rappelle que la silhouette d’un trou noir est la zone d’ombre qui l’entoure en projection sur le
ciel. Cette zone est plus grande que la taille angulaire de l’horizon des événements car les rayons lumineux
qui passent suffisamment près de l’horizon sont courbés à tel point qu’ils finissent par tomber dans le trou
noir. Voir par exemple Broderick & Narayan (2006).
2. c’est-à-dire un profil de densité en ρ(r) = ρ0
(
1 + r
2
r2
c
)− 5
2
avec ρ0 = 3M4pir3
c
, rc étant un paramètre
fixant le rayon de l’amas et M étant la masse totale de l’amas.
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nyaneza & Viollier 2002). Ces structures compensent l’attraction gravitationnelle par la
pression de dégénérescence des fermions qui empêche l’objet de s’eﬀondrer en trou noir.
Munyaneza & Viollier (2002) ont spéciﬁquement étudié les orbites des étoiles S1 et S2
du centre galactique et ont montré que les mesures obtenues jusqu’alors étaient en accord
avec leur modèle d’une boule de fermions massifs de 17 keV.
Cependant, les mesures de mouvement propre les plus contraignantes sur l’étoile S2 (Schö-
del et al. 2002) (qui approche à 125 UA de Sgr A* à 600 km/s) et sur l’étoile 3 S0-16
(S14) (Ghez et al. 2005) ( qui approche à 45 UA de Sgr A* à une vitesse de 12000 km/s)
ont imposé une modiﬁcation du modèle, repoussant la masse de l’hypothétique fermion
massif à 76 keV (Bilic et al. 2003). De plus, les objets compacts les plus massifs (> 108M⊙)
ne peuvent pas être expliqués par ce nouveau modèle.
Un gravastar
Mazur & Mottola (2004) s’appuient sur des diﬃcultés rencontrées lorsque l’on tente de
traiter un trou noir de Schwarzschild de façon semi-classique (au sens de semi-quantique)
pour justiﬁer la recherche d’une solution aux équations d’Einstein ayant une compacité
proche de celle des trous noirs, tout en évitant l’apparition d’un horizon des événements
et celle de la singularité centrale. Ces auteurs proposent un modèle à symétrie sphérique
constitué de deux couches (le cœur et la croûte) et de deux zones de transition inﬁniment
minces (entre le cœur et la croûte, et entre la croûte et l’extérieur). La Fig. 3.3 représente
ce modèle.
Le cœur est constitué d’un vide doté d’une équation d’état de type énergie noire
p = −ρ = cst. La métrique y est celle d’un espacetemps de de Sitter, qui s’écrit en
coordonnées statiques (t, r, θ, ϕ) (voir par exemple Gourgoulhon 2010c, où l’on trouvera
une étude détaillée de l’espacetemps de de Sitter) :
ds2 = − (1− b2 r2) dt2 + dr2
1− b2 r2 + r
2 dΩ2 (3.1)
où b2 = 8 π ρ/3 est une constante et dΩ2 = dθ2 + sin2θ dϕ2.
La croûte est formée d’un ﬂuide parfait dont l’équation d’état est extrême p = ρ, la
vitesse du son y étant égale à la vitesse de la lumière. Une transition de phase a lieu dans
cette région, qui conduit à un changement de valeur de la constante cosmologique entre
l’extérieur et le cœur du gravastar, et permet d’empêcher l’apparition d’un horizon des
événements.
L’extérieur est raccordé à la solution du vide de Schwarzschild.
Enﬁn, les deux interfaces sont caractérisées par la présence de discontinuités des coef-
ﬁcients métriques et des grandeurs hydrodynamiques.
On peut désormais comprendre l’étymologie du nom de cette structure : GRAvitationnal
VAcuum STAR.
3. Les différentes équipes travaillant sur le centre galactique n’utilisant pas toutes la même terminologie,
une même étoile peut être connue sous plusieurs noms différents. Par exemple la source S0-16 est la même
que la source S14.
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Figure 3.3 – Schéma d’un gravastar dans le modèle original de Mazur & Mottola (2004).
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Bien qu’il évite d’avoir recours à un horizon des événements et à une singularité centrale,
on constate que le modèle du gravastar fait appel à des concepts physiques qui ne sont pas
forcément plus satisfaisants : cœur d’énergie noire dont la nature est inconnue, discontinuité
des grandeurs physiques, transition de phase dans la croûte faisant appel à une physique
semi-quantique qui ne dispose pas encore d’un soubassement théorique stable.
Cependant, ce modèle reste une des alternatives aux trous noirs les plus sérieuses, qui
mérite d’être prise en compte, en particulier en ce qui concerne la nature de l’objet compact
coïncidant avec la source Sgr A*.
Une étoile bosonique
Le modèle de l’étoile bosonique a été développé par Feinblum & McKinley (1968); Kaup
(1968); Ruﬃni & Bonazzola (1969). Pour une introduction claire et succincte au formalisme
de base on pourra consulter Sharma et al. (2008).
On considère une assemblée de bosons de spin 0 dont on étudie l’évolution sous l’eﬀet
de leur propre gravitation. Les équations régissant l’évolution de ce système sont donc les
équations d’Einstein qui permettent de déterminer la métrique de l’espacetemps (le côté
droit des équations d’Einstein n’étant plus égal à zéro, mais au tenseur énergie-impulsion
du champ scalaire Φ associé aux bosons) et l’équation de Klein-Gordon qui régit l’évolution
du champ scalaire :
Rµν − 1
2
Rgµν = 8 π Tµν , (3.2)
Tµν = ∂µΦ ∂ν Φ− gµν
(
1
2
gρσ ∂ρΦ ∂σ Φ + V (|Φ|2)
)
,(
+m2
)
Φ = 0
où V (|Φ|2) représente le potentiel d’auto-interaction du champ, m la masse de chaque
boson et  est l’opérateur d’Alembertien associé à la métrique.
Aﬁn de résoudre ce système d’équations (en symétrie sphérique), il faut déterminer le
potentiel V , la masse des bosons m et les conditions aux limites. Celles-ci sont choisies en
demandant que la métrique se raccorde à la métrique de Schwarzschild (dont la constante
M sera interprétée comme la masse totale de l’étoile bosonique) à une certaine valeur de
la coordonnée radiale R qui sera interprétée comme le rayon de l’étoile.
Le modèle initial (Ruﬃni & Bonazzola 1969) considérait des bosons sans auto-interaction
V (|Φ|2) = 1
2
m2 |Φ|2. Il s’ensuit alors une masse totale trop faible pour permettre aux étoiles
bosoniques d’accéder au statut d’alternative plausible aux objets compacts supermassifs.
Cependant, la motivation astrophysique initiale de l’étoile de bosons n’était pas celle-ci,
elle était envisagée comme candidat au titre de matière noire.
En introduisant un terme d’interaction au Lagrangien (usuellement pris quartique,
V (|Φ|2) = 1
2
m2 |Φ|2+ 1
4
λ |Φ|4), on constate alors qu’il est possible d’obtenir des objets de
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masse comparable à celle des étoiles à neutrons, et même un spectre de masse allant jusqu’à
1012M⊙ en fonction du potentiel considéré (Colpi et al. 1986; Alcubierre et al. 2002). Il
est également envisageable de considérer des étoiles mixtes bosons-fermions (Henriques &
Mendes 2005), dotées d’un spectre de masse très large allant de 10−15M⊙ à 1013M⊙.
Torres et al. (2000) analysent en détail l’éventualité que le centre galactique abrite une
étoile bosonique plutôt qu’un trou noir supermassif. Ils montrent que des observations du
disque d’accrétion très proche de l’horizon des événements (d’un éventuel trou noir de
Kerr, l’étoile bosonique n’ayant pas d’horizon, pas plus que de surface solide) pourraient
contraindre la nature de l’objet central.
Du fait de leur assise théorique solide et de l’importante littérature existant sur le
sujet, les étoiles bosoniques apparaissent comme un candidat digne de considération au
titre d’alternative au trou noir de Kerr.
3.3 Spectre d’émission, disque d’accrétion
Cette section vise à présenter succinctement le spectre d’émission de la source Sgr A*
ainsi qu’une structure d’accrétion qui permet de rendre compte de ses caractéristiques
observationnelles.
3.3.1 Spectre d’émission
On ne s’intéresse ici qu’à l’émission de la source Sgr A* à l’état passif, c’est-à-dire
lorsqu’elle n’est pas soumise à un sursaut de rayonnement (voir section 10.1).
La luminosité bolométrique LSgr A∗ de Sgr A* est extrêmement sub-Eddington (voir
par exemple Genzel et al. 2010) 4 :
LSgr A∗ ≈ 1036 erg s−1 ≈ 10−8,5LEddington. (3.3)
La Fig. 3.4 représente le spectre d’émission de Sgr A* 5. On constate que le ﬂux
observé croît avec la fréquence, jusqu’à un maximum au niveau des longueurs d’onde
sub-millimétriques (on parle en anglais de submillimetric bump) à environ 5 1035 erg s−1.
Le ﬂux diminue ensuite brutalement au niveau de l’infrarouge moyen, où seules des li-
mites supérieures sont fournies par les observations (représentées sur la Fig. 3.4 par des
ﬂèches verticales dirigées vers le bas). En infrarouge proche, Sgr A* est détecté à environ
3 1034 erg s−1 (Do et al. 2009; Dodds-Eden et al. 2011). Sgr A* est de nouveau détecté en
4. On rappelle que la luminosité d’Eddington correspond à la luminosité entraînant une pression radia-
tive (équivalente à une force dirigée vers l’extérieur) capable d’équilibrer la force gravitationnelle (dirigée
vers l’intérieur).
5. Pour la bonne compréhension de cette figure, on rappelle que le rayonnement Bremsstrahlung est le
rayonnement généré lors de la déflexion d’une charge dans le champ électrique créé par une autre charge ;
le rayonnement synchrotron est le rayonnement émis par une charge évoluant dans un champ magnétique ;
l’effet Compton inverse consiste en la diffusion d’un photon par une particule, le photon gagnant de l’énergie
aux dépens de la particule lors de l’interaction.
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Figure 3.4 – Spectre de Sgr A* à l’état passif (sans sursaut de rayonnement). Les données,
en couleur, proviennent de divers auteurs dont on trouvera les références dans Genzel
et al. (2010). Les spectres modélisés proviennent du modèle de Yuan et al. (2003) : en
tirets courts, l’émission synchrotron d’électrons thermiques ; en tirets longs, la diﬀusion
Compton inverse des photons émis par synchrotron sur les électrons thermiques ; en tirets-
points, l’émission synchrotron d’une population non-thermique d’électrons ; en pointillés,
l’émission Bremsstrahlung des régions externes de la structure d’accrétion. Source : Genzel
et al. (2010)
rayons X à environ 2 1033 erg s−1 (Xu et al. 2006). À plus haute fréquence, la faible résolu-
tion angulaire permet diﬃcilement de distinguer Sgr A* de son environnement, ce qui peut
entraîner des résultats d’observation contradictoires (Aharonian et al. 2004; Albert et al.
2006).
3.3.2 Structure d’accrétion
Aucune observation directe d’un hypothétique disque d’accrétion autour de Sgr A* n’a
été réalisée à l’heure actuelle. La taille caractéristique d’un tel disque dans les longueurs
d’ondes radio est limitée à rdisque . 1 UA (Shen 2008).
Une structure d’accrétion très plausible à l’heure actuelle et permettant de rendre
compte de ces résultats observationnels est le modèle ADAF (pour advection domina-
ted accretion flow, Narayan & Yi 1994) et plus particulièrement la version plus récente
développée par Yuan et al. (2003) spéciﬁquement pour Sgr A*, connue sous le nom de
RIAF (pour radiatively inefficient accretion flow - les RIAF étant donc une sous-classe
des ADAF ).
Le modèle standard du disque mince d’accrétion (Shakura & Sunyaev 1973) ne peut
être appliqué ici, car la luminosité prédite par ce type de modèle appliqué au cas de Sgr A*
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donne une luminosité bolométrique de l’ordre de 1041 erg s−1 (Yuan 2010), bien supérieure
à la luminosité observée.
Le modèle ADAF, au contraire, est caractérisé par des luminosités beaucoup plus faibles.
Ceci est dû au fait que les électrons sont beaucoup plus chauds et ne se refroidissent par
rayonnement que très ineﬃcacement. L’énergie est donc stockée sous forme thermique à
l’intérieur du disque, plutôt que rayonnée à l’extérieur.
Le modèle RIAF développé par Yuan et al. (2003) permet de rendre parfaitement
compte des observations, comme on l’a déjà observé sur la Fig. 3.4. Les émissions radio
à infrarouge ont leur origine près du trou noir, de quelques rayons de Schwarzschild (RS)
jusqu’à 100RS typiquement. L’émission en rayons X s’eﬀectue plus loin de l’objet compact,
typiquement à 105RS (Xu et al. 2006).
Signalons, aﬁn de compléter cette image de l’hypothétique disque d’accrétion entourant
Sgr A*, l’étude de Cuadra et al. (2005) examinant l’évolution des vents stellaires accrétés à
proximité du trou noir. Selon ce modèle, le disque d’accrétion résultant serait créé continuel-
lement par éjection de masse stellaire des étoiles environnantes, et pourrait être également
régulièrement détruit, en particulier lors d’explosions de supernovae suﬃsamment proches.
Enﬁn, précisons que le modèle RIAF évoqué ci-dessus n’est pas la seule tentative pour
expliquer le spectre de Sgr A* à l’état passif. On peut en particulier citer le modèle du
jet permanent (Falcke & Markoﬀ 2000), capable également de rendre compte de façon très
satisfaisante des observations.
Chapitre 4
L’instrument GRAVITY
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4.1 Description succincte de l’instrument
4.1.1 Concept instrumental
GRAVITY est un recombinateur de faisceaux qui permettra de combiner la lumière
dans l’infrarouge proche issue des quatre télescopes principaux de 8 m, ou des télescopes
auxiliaires de 1,8m du Very Large Telescope (VLT) à Paranal, au Chili. Sa première lumière
astrophysique aura lieu en 2014.
L’instrument est composé de trois parties distinctes : le recombinateur lui-même qui
sera installé dans le laboratoire de l’interféromètre du VLT (le Very Large Telescope Inter-
ferometer - VLTI), un système d’optique adaptative infrarouge pour chaque télescope, et
un système de métrologie laser qui calculera précisément les diﬀérences de marche entre les
diﬀérentes voies de l’instrument. La Fig. 4.1 représente les quatre télescopes principaux du
VLT ainsi que le recombinateur de faisceaux et l’un des systèmes d’optique adaptative. La
Fig. 4.2 schématise les grandes lignes du concept de l’instrument, qui vont être présentées
de façon succincte dans la suite de cette section.
Pour une présentation plus détaillée de l’instrument, on pourra consulter Eisenhauer
et al. (2008); Gillessen et al. (2010); Eisenhauer et al. (2011).
On considère dans ce qui suit une observation du centre galactique. La présentation qui
suit est illustrée pas à pas sur la Fig. 4.2.
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Figure 4.1 – Les quatre télescopes principaux du Very Large Telescope (VLT) à Paranal
au Chili. Le recombinateur de faisceaux de GRAVITY est représenté dans l’encart central,
il sera situé dans la salle de contrôle du VLTI. L’encart de gauche représente l’un des quatre
analyseurs de front d’onde de l’instrument. Source : Eisenhauer et al. (2011)
Figure 4.2 – Design de l’instrument GRAVITY. Les diﬀérents éléments apparaissant dans
ce schéma sont présentés dans le texte. Source : Eisenhauer et al. (2011)
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L’instrument va observer en permanence trois sources simultanément. On distingue :
la voie scientiﬁque (constituée par exemple d’une source en orbite proche autour du trou
noir), la voie d’optique adaptative (constituée de l’étoile IRS 7) qui permettra de corriger
la distorsion du front d’onde générée par l’atmosphère, et la voie de référence de phase
(constituée de l’étoile IRS 16C) qui sera nécessaire pour la mesure précise de la phase de
la ﬁgure d’interférence.
Le faisceau d’optique adaptative est séparé des deux autres grâce au séparateur d’étoiles
de l’instrument PRIMA (Delplancke et al. 2004). Il est ensuite dirigé vers l’analyseur de
front d’onde qui permet d’eﬀectuer la boucle de correction du front d’onde grâce au miroir
déformable de MACAO (déjà en place au VLT), la même correction étant appliquée aux
deux autres voies.
Les voies scientiﬁque et de référence de phase sont acheminées dans les lignes à retard du
VLTI qui permettent d’égaliser les chemins optiques parcourus par les faisceaux issus des
diﬀérents télescopes. Arrivant au recombinateur de faisceaux, elles sont introduites dans
des ﬁbres monomodes, qui ont un champ de vue gaussien de largeur à mi-hauteur égale
à environ 60 mas (cette largeur à mi-hauteur vaut précisément λ/D où λ est la longueur
d’onde du rayonnement et D le diamètre d’un télescope).
A ce stade, les fronts d’onde arrivant en entrée du recombinateur sont plans (grâce à
l’optique adaptative qui a corrigé les distorsions atmosphériques) mais sont aﬀectés par une
certaine diﬀérence de marche diﬀérentielle entre les télescopes : le piston atmosphérique
présenté dans la section 2.2.4. C’est à la correction de ce piston que va servir la voie de
référence de phase.
Une fois les faisceaux des voies scientiﬁque et de référence de phase recombinés, on
obtient après dispersion par un prisme la ﬁgure d’interférence. Comme on l’a vu dans la
section 2.2.4, l’eﬀet du piston atmosphérique est de faire varier à la cadence de la turbulence
atmosphérique (typiquement τ=10 ms) la position du maximum de la ﬁgure d’interférence.
Il est donc impossible d’intégrer pendant un temps supérieur à τ , ce qui a pour conséquence
l’impossibilité d’observer quoi que ce soit sur la voie scientiﬁque, trop faible pour permettre
d’obtenir un signal en un temps d’intégration si faible. Cependant, la voie de référence de
phase étant nettement plus brillante, il est possible de détecter les franges d’interférence
même sur une aussi courte durée. On peut alors corriger les eﬀets du piston atmosphérique
en astreignant la ﬁgure d’interférence de la voie de référence à une position ﬁxe via une
correction en temps réel : c’est le rôle du suiveur de frange (Choquet et al. 2010) qui permet
de corriger la part de chemin optique due au piston en agissant sur la position d’un miroir
(voir la ﬂèche OPD control sur le schéma 4.2) commun à la voie de référence et à la voie
scientiﬁque. On peut ainsi observer la ﬁgure d’interférence de l’objet scientiﬁque d’intérêt.
Par ailleurs, la position de la ﬁgure d’interférence de la voie scientiﬁque va être décalée
par rapport à celle de la voie de référence de phase étant donné que les deux sources sont
éloignées d’une certaine distance angulaire sur le ciel. Ainsi, si on appelle Ssc et Sref les
vecteurs position sur le ciel des sources scientiﬁque et de référence, B le vecteur joignant
les deux télescopes, et si ∆S = Ssc − Sref , alors les réseaux de franges des deux voies
seront séparés d’une diﬀérence de marche de ∆S · B. La connaissance précise de cette
diﬀérence de marche diﬀérentielle entre les voies scientiﬁque et de référence est permise par
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le laser de métrologie (metrology laser 1 sur la Fig. 4.2). Ce laser est envoyé en remontant
tout le chemin optique, à travers la voie scientiﬁque et la voie de référence, à partir du
recombinateur jusqu’au miroir secondaire de chaque télescope. Une ﬁgure d’interférence
est alors produite sur ce miroir, qui permet de déduire la diﬀérence de marche diﬀérentielle
entre les deux voies (dOPD control sur le schéma 4.2). On est ainsi en mesure de déterminer
le zéro de diﬀérence de marche de la voie scientiﬁque, qui est maintenue à cette position
au moyen de la compression ou de l’étirement d’une ligne à retard ﬁbrée (le Fiber coupler
indiqué sur le schéma 4.2 injecte la lumière provenant de chacune des deux voies dans sa
ligne à retard ﬁbrée).
A ce stade, la ﬁgure d’interférence de la voie scientiﬁque est stabilisée (grâce au suiveur
de frange) et le zéro de diﬀérence de marche est connu (grâce à la métrologie). On peut
donc déterminer les observables interférométriques de l’objet d’étude que sont le contraste
des franges et la phase.
4.1.2 Performances visées pour l’instrument
Pour les cas scientiﬁques qui nous intéresseront dans la suite, la principale performance
de GRAVITY est sa précision astrométrique de 10 µas sur une source scientiﬁque de ma-
gnitude en bande K mK = 15 pour un temps d’intégration de 5 minutes, cette précision
devant rester stable pendant plusieurs heures.
Il faut s’attarder un instant sur cette valeur : 10 µas représente la taille angulaire d’une
pièce de 1e sur la Lune observée depuis la Terre... Plus scientiﬁquement, c’est précisément
la taille angulaire de l’horizon des événements du trou noir central de la Galaxie, Sgr A*.
Ainsi, GRAVITY permettra de suivre des phénomènes dynamiques d’une taille com-
parable à l’horizon du trou noir central, avec un temps d’intégration de quelques minutes
seulement.
4.2 Les cas scientifiques de GRAVITY
4.2.1 Le centre galactique
L’analyse de la population stellaire du centre galactique (Genzel et al. 2003b; Paumard
et al. 2006), extrapolée au 60 mas centrales (correspondant au diamètre du champ de vue
gaussien de GRAVITY), permet de prédire le nombre d’étoiles que l’instrument pourra
observer. La Fig. 7 de Genzel et al. (2003b) permet d’extrapoler une densité numérique
d’environ 80 étoiles vériﬁant 10 < mK < 17 par seconde d’angle au carré ayant une distance
au centre inférieure à 30 mas (c’est-à-dire, dans le champ de vue de GRAVITY). Il y a
donc 80 × π × 0.032 ≈ 0.2 étoile dans le champ de vue de l’instrument, soit moins d’une
étoile continûment détectable. Cependant, comme la densité numérique augmente lorsque
1. Ce laser de métrologie ne doit pas être confondu avec le laser de guidage (laser guiding system sur
la Fig. 4.2) qui permet de corriger les perturbations du front d’onde induites par le VLTI lui-même.
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le rayon diminue, on pourra détecter davantage d’étoiles moins brillantes, soit à mK > 17,
mais ceci demandera un plus long temps d’intégration.
On a vu dans la section 3.2 que l’étoile S2, très proche du trou noir (125 UA au pé-
riastre), a une période d’une quinzaine d’années. Les nouvelles étoiles faibles qui seront très
probablement détectées par GRAVITY auront une période de l’ordre de l’année, permet-
tant de mettre en lumière la précession relativiste de Schwarzschild du périastre de leurs
orbites (Paumard et al. 2008; Gillessen et al. 2010).
Par ailleurs, la meilleure précision que permettra GRAVITY sur les mouvements propres
et les accélérations des étoiles du centre galactique, et de ce fait sur leurs éléments orbitaux,
permettra probablement de faire progresser le débat sur la formation des étoiles aux abords
du trou noir central qui a été présenté dans la section 3.1.
De plus, la source Sgr A* présente des sursauts intenses de rayonnement en sub-
millimétrique, infrarouge et en rayons X. Dans l’infrarouge proche, ces événements sont
observables statistiquement une à deux fois par jour (voir la section 10.1), durent une à
deux heures, et présentent une pseudo-période de l’ordre de la vingtaine de minutes. La
physique sous-jacente à ces événements, et l’existence même d’une pseudo-période, sont très
débattues et aucun consensus n’a encore émergé, comme on le verra dans la section 10.1.
Il est possible que ces phénomènes soient dus à une boule d’électrons chauﬀés par recon-
nexion magnétique dans un disque d’accrétion entourant le trou noir, et qui orbiterait sur
une orbite proche de l’ISCO : c’est le cadre proposé par le modèle dit du point chaud. Avec
sa précision astrométrique de l’ordre de la taille angulaire du rayon de Schwarzschild du
trou noir, GRAVITY est l’instrument idéal pour mettre à l’épreuve ce modèle : on verra
dans le chapitre 10 que l’instrument pourra être utilisé pour contraindre le mouvement
d’un éventuel point chaud.
4.2.2 Autres cas scientifiques de l’instrument
On se reportera à Gillessen et al. (2010) pour une description plus détaillée des cas
scientiﬁques en dehors du centre galactique.
GRAVITY ne se limitera pas à l’étude du centre de notre Galaxie. Sa précision astro-
métrique permettra d’étudier les noyaux actifs des galaxies situées à moins de 20 Mpc à
des échelles de l’ordre de 0,5 pc, permettant de sonder les régions les plus internes des
galaxies proches.
L’instrument permettra également d’étudier le mouvement et l’accélération des étoiles
dans certains amas globulaires de la Galaxie, permettant de mettre à l’épreuve l’hypothèse
que leur centre abrite un trou noir de masse intermédiaire (de 102 à 104M⊙).
GRAVITY permettra d’étudier les disques circumstellaires, berceaux des planètes en
formation. L’instrument permettra d’avoir accès à des échelles inexplorées jusqu’à mainte-
nant dans cette sorte d’objet, atteignant l’échelle de l’unité astronomique pour les objets
stellaires jeunes les plus proches (Eisenhauer et al. 2011).
Enﬁn, GRAVITY sera capable de mettre en lumière la ﬂuctuation de position du pho-
tocentre d’une étoile lors du passage d’une planète devant la ligne de visée. L’instrument
pourra donc également être utilisé pour la recherche d’exoplanètes.
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Deuxième partie
Performance astrométrique de
l’instrument GRAVITY
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Introduction
On a vu dans le chapitre 4 que la précision astrométrique visée pour l’instrument
GRAVITY est de 10 µas, c’est-à-dire la taille angulaire de l’horizon des événements du
trou noir central de la Galaxie, Sgr A*.
Cette partie vise à démontrer que cet objectif ambitieux est réalisable, et que les ca-
ractéristiques de l’instrument lui permettront de l’atteindre en faisant appel à un mode
d’utilisation particulier de l’instrument, le mode imageur.
Le chapitre 5, après avoir rappelé la méthode de détection astrométrique la plus clas-
sique à l’heure actuelle en interférométrie, va présenter les caractéristiques de l’astrométrie
en mode imageur et les avantages qui en découlent. Le recours à la reconstruction d’image
induit l’apparition de bruits particuliers qui seront décrits dans la suite. On décrira enﬁn
l’algorithme suivi pour simuler l’acquisition des observables interférométriques, reconstruire
une image, et en déduire l’information astrométrique.
Le chapitre 6 a pour but de déterminer la précision astrométrique de l’instrument
GRAVITY en mode imageur en fonction des caractéristiques du champ de vue considéré.
On va s’intéresser plus particulièrement à la précision astrométrique obtenue en fonction
du nombre de sources ponctuelles présentes et de leur magnitude intégrée sur le champ de
vue. Ces résultats sont importants pour les perspectives d’observations des populations
stellaires les plus proches du trou noir central, qui pourront servir de sondes pour certains
eﬀets relativistes (voir à ce propos Paumard et al. 2008; Will 2008).
On va ensuite étudier la précision astrométrique dont l’instrument est capable lorsque le
champ de vue est constitué d’une source mobile et de magnitude variable. Le cas scientiﬁque
en perspective est l’étude des sursauts de rayonnement du trou noir central qui ont été
présentés succinctement au chapitre 4 et qui seront étudiés en détail au chapitre 10. Si
ces événements sont dus à de la matière en orbite très serrée autour de Sgr A*, comme
le propose le modèle dit du point chaud, ces sursauts constitueront une sonde idéale des
propriétés de l’espacetemps au voisinage immédiat d’un trou noir supermassif. Il est donc
important de déterminer avec quelle précision l’instrument GRAVITY sera capable de
suivre l’évolution de ces bouﬀées de rayonnement.
Les résultats de cette partie ont été obtenus en collaboration avec Thibaut Paumard
(LESIA), Laurent Mugnier (ONERA), Frank Eisenhauer (MPE, Garching) et Stefan Gil-
lessen (MPE, Garching)
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Chapitre 5
Astrométrie en mode imageur
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5.1 Mesure astrométrique en interférométrie
5.1.1 Méthode classique
Considérons un interféromètre à deux télescopes observant deux sources. L’une de ces
sources (appelée “référence” dans la suite) déﬁnit une référence de position sur le ciel et on
souhaite déterminer la position relative de la deuxième source (dite “astrophysique” dans la
suite), supposée suﬃsamment proche pour être aﬀectée par l’atmosphère de la même façon
que la source de référence (on dit alors que les deux sources sont dans le même domaine
d’isoplanétisme). La correction du front d’onde par optique adaptative permet d’obtenir
une surface d’onde plane au niveau de chaque télescope, mais les fronts d’ondes sont aﬀectés
d’une certaine diﬀérence de marche les uns par rapport aux autres. C’est l’eﬀet de piston
atmosphérique illustré sur la Fig. 2.6. On a vu dans la section 2.2.4 que ce décalage des
fronts d’onde “en marche d’escalier” a pour eﬀet d’introduire un décalage de la phase par
rapport à la position du zéro de diﬀérence de marche (déﬁnie par la position de la frange
centrale de la source de référence), que l’on note ∆ϕpiston.
De plus, la diﬀérence de position angulaire des sources sur le ciel se traduit elle aussi par
une séparation des paquets d’ondes de la source de référence et de la source astrophysique.
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Figure 5.1 – Méthode astrométrique standard en interférométrie, illustrée à une dimen-
sion. On veut remonter à l’écart de position angulaire entre deux sources à partir de l’écart
entre leur ﬁgures d’interférence. L’écart entre les phases des ﬁgures d’interférence est relié
à la diﬀérence de marche (ddm) ∆ddm entre les positions des maxima des interférogrammes
par ∆ϕgeom = 2piλ ∆ddm. Crédit : G. Perrin.
En eﬀet, si l’on note S1 et S2 les vecteurs position des deux sources sur le ciel, si ∆S =
S2 − S1, et si B représente le vecteur de base joignant les deux télescopes, l’écart des
positions des ﬁgures d’interférence des deux sources vériﬁe :
∆ϕgeom =
2π
λ
B · ∆S (5.1)
où λ est la longueur d’onde d’observation du rayonnement, que l’on suppose ici monochro-
matique. La Fig. 5.1 illustre cette dernière équation.
La diﬀérence totale, due au piston atmosphérique et à la séparation angulaire des sources
est simplement la somme des deux contributions :
∆ϕ = ∆ϕpiston +
2π
λ
B · ∆S (5.2)
Si l’on est capable de mesurer cet écart de phase, on peut remonter à la position relative
de la source astrophysique, aux bruits (de piston et de mesure) près.
Cette méthode astrométrique dépend fortement de deux hypothèses qui ont été faites
ici : les sources doivent être ponctuelles et isolées. Que l’une des sources soit étendue, ou que
d’autres sources soient présentes dans le champ de vue de l’instrument, le terme de phase
ne sera plus aussi simple que ce que l’on a développé dans ce qui précède. En particulier, si
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la source de référence est étendue, la phase intrinsèque de la source de référence risque de
ne plus être nulle, ce qui fausse la détermination du point de diﬀérence de marche nulle.
De plus, même dans le cadre de l’hypothèse de sources ponctuelles et isolées, on peut
imaginer que l’une des sources, bien que ﬁxe, voit son intensité varier, ce qui se traduira par
une variation du photocentre du champ de vue, et par la détection d’un signal astrométrique
alors même qu’aucun mouvement n’a eu lieu. On peut même imaginer un cas extrême
pour lequel un mouvement réel ne serait pas mesurable, pour peu que le photocentre reste
immobile : c’est le cas pour une binaire parfaitement équilibrée par exemple.
Dans ces cas plus complexes, la méthode standard décrite schématiquement dans ce
qui précède peut tout de même être utilisée, en faisant appel à un ajustement de modèle
aﬁn de déterminer le modèle le plus vraisemblable compte tenu des données observées.
Cependant, si le champ de vue est complexe, le modèle imposera de nombreux paramètres
qu’il sera diﬃcile de contraindre en même temps.
Il est de ce fait intéressant d’étudier une méthode astrométrique qui puisse faire l’éco-
nomie du recours à un ajustement, ou du moins qui limite la part du recours a l’a priori.
5.1.2 Intérêt du mode imageur
On peut faire l’économie du postulat d’un modèle en utilisant un interféromètre en mode
imageur. Pour ce faire, on veut reconstruire une image du champ de vue observé à partir
des visibilités complexes mesurées. Cette transformation se fait en utilisant le théorème
de Zernicke - van Cittert (Eq. 2.9) qui relie les visibilités complexes à la transformée de
Fourier de l’image observée : on n’a donc jamais besoin de faire appel à une connaissance
a priori du milieu étudié.
Cette propriété est particulièrement intéressante si l’on se souvient que l’environnement
proche de Sgr A* est probablement complexe : un modèle adapté, dépendant d’un certain
nombre de paramètres, pourrait être diﬃcile à déterminer.
Cependant, l’algorithme de reconstruction d’image qui va être utilisé dans la suite,
CLEAN (Högbom 1974), est fondé sur l’hypothèse d’un champ de vue constitué d’un
petit nombre de sources ponctuelles. Hors de ce contexte, l’algorithme ne permet plus de
reconstruire proprement l’image. Les résultats qui suivent sont donc fondés sur l’hypothèse
implicite que le champ de vue est suﬃsamment simple pour que CLEAN puisse être utilisé.
L’utilisation du mode imageur pour des cas plus complexes nécessiterait de faire appel à
des algorithmes nettement plus évolués (voir les algorithmes de reconstruction d’image
MIRA et WISARD, Thiébaut 2008; Meimon et al. 2008) qui ne seront pas utilisés dans
ce chapitre. Ces algorithmes pouvant faire appel à certaines connaissances a priori sur le
champ de vue pour régulariser la reconstruction, il peut sembler que l’on perd alors l’intérêt
principal du mode imageur. Pourtant, la connaissance a priori utilisée par les algorithmes de
reconstruction d’image est nettement moins contraignante que celle qui est injectée dans un
ajustement de modèle. Pour une comparaison des ajustements de modèle avec l’utilisation
d’algorithmes de reconstruction d’image, on pourra consulter Le Besnerais et al. (2008).
Ce chapitre et le suivant se proposent de démontrer que le mode imageur de l’instru-
ment GRAVITY (voir chapitre 4), dans la limite d’un champ de vue composé de sources
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ponctuelles et peu nombreuses, permet d’obtenir une précision astrométrique scientiﬁque-
ment signiﬁcative dans la perspective d’une utilisation en vue de tester des phénomènes
gravitationnels en champ fort au voisinage du trou noir central Sgr A* (voir chapitre 10).
5.2 Simulation du bruit instrumental induit par GRA-
VITY
Le recours au mode imageur d’un instrument tel que GRAVITY donne naissance à des
bruits d’origines diverses qui vont aﬀecter la précision de la mesure astrométrique. Cette
section présente ces diﬀérentes sources de bruits.
Commençons par décrire la mesure des visibilités complexes en l’absence de bruit de
mesure.
On appelle Vobj et ϕobj les visibilité et phase intrinsèques d’un objet astrophysique
observé par l’instrument (par exemple, une étoile en orbite autour du trou noir central).
Ces quantités intrinsèques sont celles qui seraient mesurées en l’absence de tout bruit de
mesure et de toute perturbation atmosphérique. Ce sont ces quantités que l’on souhaite
mesurer avec la plus grande précision possible, pour chaque ligne de base de l’instrument.
On pourra alors utiliser le théorème de Zernicke - van Cittert pour déterminer l’image de
l’objet étudié.
L’instrument GRAVITY, comme on l’a vu dans le chapitre 4, est doté de six lignes de
base. Le recombinateur de faisceaux va superposer les intensités Ip et Iq de chaque paire
de télescopes p et q. L’intensité courte pose 1 résultante s’écrit en fonction de la diﬀérence
de phase δϕ entre les trajets parcourus par la lumière en provenance des deux télescopes :
I(δϕ) = Ip + Iq + 2
√
IpIqVobjcos(δϕ+ ϕobj + ϕpiston,court) (5.3)
où ϕpiston,court est la phase due au piston atmosphérique courte pose.
La mesure de quatre échantillons de cette fonction permet de déterminer la visibilité
complexe. En eﬀet, si l’on est capable de mesurer :
A = I(0), (5.4)
B = I(
π
2
),
C = I(π),
D = I(
3 π
2
),
il est facile de montrer qu’on a alors :
Vobje
i ϕobj = 2
(A− C)− i (B −D)
A+B + C +D
. (5.5)
1. C’est-à-dire avec un temps d’intégration inférieur au temps d’évolution de la turbulence, qui est de
l’ordre de la milliseconde
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La suite de cette section va chercher à déterminer l’équivalent bruité de l’équation pré-
cédente, après avoir passé en revue les diﬀérentes sources de bruits instrumentaux aﬀectant
la mesure.
5.2.1 Bruit de détection
Commençons par rappeler quelques déﬁnitions. L’eﬃcacité quantique du détecteur est
égale au rapport du nombre de photo-électrons créés par eﬀet photoélectrique au nombre
de photons incidents. Le courant d’obscurité est le signal détecté par l’instrument lorsqu’il
n’est pas exposé à la lumière ; ce signal est causé par le bruit thermique de l’instrument
lui-même, et augmente avec le temps d’intégration. Lorsque les photo-électrons accumulés
dans chaque pixel de l’écran sont lus, un certain bruit de lecture est ajouté au signal,
indépendamment du temps d’intégration. Enﬁn, le bruit de photon est dû à la nature
aléatoire de l’événement de détection d’un photon : si le détecteur reçoit en moyenne N
photons durant une durée τ , le nombre de photons eﬀectivement détectés pendant une
durée τ suivra une loi de Poisson ayant un écart-type de
√
N .
On appelle Nph le nombre de photons arrivant depuis chacun des Ntel = 4 télescopes for-
mant l’instrument. Chaque lot de Nph photon est réparti entre les Ntel−1 autres télescopes.
Il y a donc, dans chaque ligne de base joignant deux télescopes, 2Nph
Ntel−1 photons.
Soit alors T le facteur de transmission de l’instrument, multiplié par son eﬃcacité
quantique. Sachant que l’intensité combinée pour chaque ligne de base est répartie sur
quatre sous-faisceaux correspondant aux quatre échantillons A, B, C et D, le nombre
moyen de photo-électrons par sous-faisceau et par ligne de base vaut :
〈m〉 = 2NphT
4(Ntel − 1) . (5.6)
D’où l’on déduit le bruit de photon : σphot =
√〈m〉.
Pour un bruit de lecture σRON donné et un taux d’électrons participant au courant
d’obscurité de Nobscur, on déduit la variance du bruit de détection pour un temps d’inté-
gration de τ :
σ2detec = σ
2
phot + σ
2
RON +Nobscur τ. (5.7)
En supposant que le bruit de détection suit une distribution gaussienne, on peut déduire
de cette expression quatre réalisations de bruits nA, nB, nC , nD aﬀectant les signaux A, B,
C et D.
5.2.2 Fluctuations du rapport de Strehl
La qualité de la correction d’optique adaptative du front d’onde est évaluée par le
rapport de Strehl, qui détermine le rapport du pic principal de la PSF corrigée à celui que
l’on aurait si les télescopes étaient limités par la diﬀraction de leur ouverture. Ce rapport
de Strehl ﬂuctue au cours du temps, ce qui donne lieu à des bruits sur les intensités
76 CHAPITRE 5. ASTROMÉTRIE EN MODE IMAGEUR
transmises par les télescopes, Ip et Iq, puisque la quantité de photons injectés dans les
ﬁbres est proportionnelle au rapport de Strehl (voir à ce sujet Haubois 2009).
On note np et nq deux réalisations de ces bruits.
5.2.3 Bruits sur la visibilité complexe
Pour un temps de pose inférieur au temps d’évolution de la turbulence, la visibilité
complexe mesurée en faisant appel à l’Eq. 5.5 vaut :
Vcourte pose = Vobjei (ϕobj+ϕpiston,court). (5.8)
Dans les simulations qui vont suivre, le temps d’intégration est choisi égal à 100 s. La
visibilité complexe associée à cette intégration longue pose s’écrit donc :
Vsc = C Vobje
i (ϕobj+ϕpiston), (5.9)
où C est un paramètre de contraste compris entre 0 et 1, et ϕpiston est la phase associée au
piston atmosphérique longue pose, résultat d’une moyenne des pistons courte pose. L’indice
sc associé à la visibilité indique qu’il s’agit de la visibilité complexe de la voie scientiﬁque.
On se souvient en eﬀet que GRAVITY possède également une voie de référence de phase.
Cette source de référence de phase va permettre d’éliminer le terme de piston atmo-
sphérique. En eﬀet, le suiveur de franges de l’instrument a précisément pour but d’assigner
les franges d’interférences de la source de référence à une position ﬁxe, et d’appliquer la
même correction à la source d’intérêt scientiﬁque. Deux sources de bruits vont polluer cette
correction : l’écart angulaire entre la source scientiﬁque et la référence va se traduire par
un piston diﬀérent dans les deux voies ; les capacités du suiveur de franges entraîneront
une correction imparfaite.
La référence étant à une certaine distance angulaire de la source scientiﬁque, le piston
atmosphérique n’aﬀecte pas les deux sources strictement de la même façon. La correction
du piston de l’objet scientiﬁque par la valeur du piston mesurée sur la référence entraîne une
erreur dite d’anisopistonisme qui, pour des conditions atmosphériques typique de Paranal,
est donnée dans Delplancke (2008); Shao & Colavita (1992) :
σpiston res[arcsec] = 370
L0[m]
1
3
B[m]
θ[rad]√
τ [s]
, (5.10)
où B est la ligne de base, L0 désigne l’échelle externe de la turbulence, τ le temps d’inté-
gration, et l’indice res désigne une quantité résiduelle.
Si l’on note αpiston res une réalisation de cette erreur, en supposant gaussienne la distri-
bution, on peut en déduire l’erreur d’anisopistonisme aﬀectant la phase :
ϕpiston res =
2π
λ
B αpiston res. (5.11)
Les capacités limitées du suiveur de franges se traduisent elles par l’existence d’un terme
de phase résiduelle ϕSF res.
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Enﬁn, la position angulaire de l’objet de référence n’est jusqu’ici connue que relative-
ment à la référence. Aﬁn de connaître sa position absolue, il faut connaître le terme de
phase imposé par la séparation angulaire des deux sources, ϕmet = 2piλ ∆S · B, où on a réuti-
lisé les notations de la section 5.1.1. Cette phase est obtenue grâce au système métrologique
de l’instrument, qui permet de la mesurer avec une erreur de ϕmet res = 0,07 rad Rabien
et al. (2008).
Il est désormais possible d’écrire les valeurs bruitées mesurées pour la visibilité et la
phase :
Vˆsc = C Vobj + nVsc , (5.12)
ϕˆsc = ϕobj + ϕpiston res + ϕSF res + ϕmet res + nϕsc ,
où nVsc et nϕsc désignent des réalisations du bruit de mesure de la visibilité et de la phase.
Ces visibilité et phase bruités sont mesurables en pratique en utilisant l’Eq. 5.5, pour
laquelle les signaux A, B, C et D sont déﬁnis en utilisant cette fois l’intensité longue pose
bruitée :
Iˆ(δϕ) = Ip + np + Iq + nq (5.13)
+ 2
√
(Ip + np)(Iq + nq) Vˆsc cos(δϕ+ ϕˆsc)
+ ndetec,
où ndetec désigne une réalisation du bruit de détection.
La prise en compte de ces diﬀérentes sources de bruit pour la simulation du bruit
aﬀectant les visibilité et phase fournies par l’instrument a été réalisée par un programme
simulant l’instrument GRAVITY (Perrin 2007). Dans les simulations dont il est question
dans la suite, les bruits de mesure utilisés proviennent directement de ce programme, et
tiennent donc compte des capacités réalistes de l’instrument.
5.3 Simulation des données observationnelles
On va se donner un jeu de positions angulaires d’étoiles (xmode`lei , y
mode`le
i ) qui sont choisies
aléatoirement dans un champ de vue carré dont le côté mesure 100 mas. On associe à ces
sources des valeurs d’intensité Imode`lei . Dans les simulations qui vont suivre, on considère
entre une et trois étoiles.
Étant donné la géométrie des télescopes du VLT et la position du centre galactique,
on peut calculer les diﬀérents points (u, v) accessibles (qui ne sont rien d’autre, comme le
rappelle la Fig. 2.1, que les coordonnées des vecteurs de base projetés orthogonalement à
la ligne de visée, divisées par la longueur d’onde d’observation).
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On peut alors calculer les visibilités complexes V(u, v), pour chaque couple (u, v), as-
sociées au modèle (xmode`lek , y
mode`le
k , I
mode`le
k ) par transformée de Fourier :
V(u, v) =
Nsources∑
k=1
Ik e
−2 pi i(uxk+v yk) (5.14)
où Nsources désigne le nombre de sources dans le champ de vue.
On ajoute alors au module et à la phase de chaque visibilité complexe une erreur calculée
en tenant compte des diﬀérentes sources de bruit envisagées dans la section 5.2. Ce sont
ces visibilités et ces phases qui simulent les quantités qui seront délivrées par l’instrument.
A partir de ces visibilités complexes bruitées, on peut calculer l’image observée par
transformée inverse :
I =
Nuv∑
k=1
V (k) ei ϕ(k)e2pi i(u(k)x+v(k)y) (5.15)
où Nuv désigne le nombre de points du plan u-v, et où les quantités en gras sont à deux
dimensions : I contient l’image cherchée, x une carte de valeurs d’abscisses angulaires et y
une carte de valeurs d’ordonnées angulaires 2.
On peut également calculer la PSF de l’interféromètre par transformée de Fourier de la
fonction de remplissage du plan u-v. Il est alors possible de déconvoluer l’image observée I
au moyen de la PSF de l’interféromètre. C’est pour cette opération que l’on faite appel à
l’algorithme CLEAN 3 (Högbom 1974).
L’utilisation de CLEAN permet d’obtenir une carte contenant des ensembles de pixels
éclairés correspondant aux diﬀérentes sources. On déﬁnit la position retrouvée par CLEAN
comme coïncidant avec le barycentre de ces ensembles de pixels pondérés par leur intensité :
xde´convolue´ =
∑
k
xk Ik
Itot
(5.16)
yde´convolue´ =
∑
k
yk Ik
Itot
où Ik désigne l’intensité du pixel (xk, yk) et Itot désigne l’intensité totale de l’ensemble de
pixels.
La Fig. 5.2 illustre cette procédure.
En réalisant une boucle Monte Carlo à partir de ce schéma, il est possible de déterminer
la précision astrométrique de GRAVITY en mode imageur que l’on déﬁnit comme :
2. L’exponentielle de ces tableaux est à prendre dans le sens de l’exponentielle des éléments des tableaux,
on ne parle pas ici d’exponentielle de matrice.
3. On utilise une implémentation de CLEAN en Yorick disponible à l’adresse
http://www.lesia.obspm.fr/perso/thibaut-paumard/yorick/CLEAN.i
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Figure 5.2 – En haut à gauche : image d’une simulation d’observation de trois étoiles
d’intensité intégrée mK = 15, en intégrant durant toute la nuit. En haut à droite : carte de
pixels éclairés obtenus après déconvolution de l’image observée par CLEAN, les triangles
bleus montrant les positions des ensembles de pixels éclairés. En bas : zoom sur l’un des
ensembles de pixels.
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Figure 5.3 – Plan u-v et PSF de l’instrument.
σx = RMS(x
mode`le
i − xde´convolue´i ) (5.17)
σy = RMS(y
mode`le
i − yde´convolue´i )
où l’opérateur RMS désigne l’écart quadratique moyen.
Dans les simulations qui vont suivre, on considère deux temps d’intégration diﬀérents :
soit 5 h, c’est-à-dire toute la partie de la nuit pendant laquelle le centre galactique est
observable pour une nuit moyenne à Paranal, soit 100 s (on justiﬁera dans la suite le choix
de cette durée). Lorsqu’on intègre toute la nuit, la procédure d’observation est choisie
comme suit. On intègre pendant 1 h sur la source scientiﬁque en subdivisant cette durée en
blocs élémentaires de 100 s d’intégration, puis on intègre pendant 30 min sur une source de
calibration, et ainsi de suite durant toute la nuit. La rotation de la Terre pendant la durée
élémentaire de 100 s est négligée, ce qui est justiﬁé par le fait que la trace des points (u, v)
dans le plan u-v décrit une droite parfaite pendant cette durée. On peut donc utiliser la
moyenne des points (u, v) plutôt que de tenir compte de leur variation instantanée. Sachant
que l’instrument dispose de six lignes de bases et de cinq canaux spectraux (de longueur
d’onde : 2, 2,1, 2,2, 2,3 et 2,4 µm) on peut calculer le plan u-v et en déduire la PSF de
l’instrument, tels qu’illustrés sur la Fig. 5.3. La PSF a subi une rotation de telle façon que
ses axes correspondent aux axes horizontaux et verticaux x et y.
L’échantillonnage (déﬁni comme le nombre de pixels par milliseconde d’angle) est choisi
dans le cadre d’un compromis entre le temps de calcul et la meilleure précision qu’il soit
possible d’atteindre. Lorsqu’on intègre durant toute la nuit, un échantillonnage de 3 pixels
par mas est choisi. Lorsqu’on n’intègre que 100 s, le gain en temps de calcul permet de
choisir un échantillonnage de 10 pixels par mas. Cependant, cet échantillonnage plus ﬁn
ne donne lieu à une précision meilleure que s’il n’y a qu’une seule source dans le champ de
vue. Lorsque plusieurs sources sont présentes, leurs PSF se superposent et se polluent donc
mutuellement, ce qui entraîne une perte de précision supérieure au gain du raﬃnement de
l’échantillonnage. Notons pour terminer que ces échantillonnages permettent de vériﬁer le
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critère de Shannon puisque l’inverse de la fréquence spatiale maximale vaut : λmin
Bmax
≈ 1,5
mas.
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Précision astrométrique de GRAVITY
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6.1 Observation de sources ponctuelles fixes
Dans cette section, on s’intéresse à établir la précision astrométrique de l’instrument
GRAVITY utilisé en mode imageur, lorsque le champ de vue contient entre une et trois
étoiles de magnitudes 12 ≤ mK ≤ 17. On a vu dans la section 4.2.1 que le nombre d’étoiles
continûment observables dans cette bande de magnitude n’était que de 0,2. Cependant,
des étoiles plus lointaines peuvent traverser le champ de vue de l’instrument de temps en
temps, à cause de leur grande excentricité, telles que les étoiles S de magnitude mK = 15 :
S2, S14 et S17. De ce fait, considérer que le nombre d’étoiles de magnitude mK ≈ 15
présentes dans le champ de vue sera compris entre 1 et 3 est un peu optimiste, mais pas
irréaliste, à condition de bien choisir la période d’observation de telle façon que les étoiles
S les plus proches soient présentes.
Le temps d’intégration est établi à 5 h (décomposé en blocs élémentaires de 100 s comme
on l’a vu dans la section 5.3) ou à 100 s. Dans le cadre d’une observation réelle, un temps
d’intégration de 5 h sera utilisé pour imager un champ de vue contenant des étoiles proches
du trou noir central, qui n’évoluent que très peu durant la nuit. Le temps d’intégration de
100 s sera utilisé pour étudier les phénomènes de sursauts de rayonnement, déjà évoqués
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Figure 6.1 – Précision astrométrique en mode imageur, en µas, lorsqu’une étoile est
présente dans le champ de vue, en fonction de la magnitude de l’étoile ; dans les directions
x (bleu) et y (rouge). Le temps d’intégration est de 5 h (à gauche) ou de 100 s (à droite).
Les lignes horizontales montrent la précision atteinte en l’absence de bruit sur la visibilité
et la phase.
dans la section 4.2.1. On a vu que le temps caractéristique d’évolution de ces phénomènes
était de l’ordre de la vingtaine de minutes. Une intégration de 100 s permettra donc de
suivre la dynamique de ces bouﬀées de rayonnement.
On réalise des simulations Monte Carlo comprenant N nuits d’observation. Chaque
nuit, numérotée par l’indice 1 6 i 6 N , permet de calculer une valeur des diﬀérences dxi et
dyi entre les coordonnées modèles et les coordonnées déconvoluées par CLEAN :
dxi = x
mode`le
i − xde´convolue´i , (6.1)
dyi = y
mode`le
i − yde´convolue´i .
On peut alors calculer l’écart quadratique moyen déﬁni par l’Eq. 5.17 qui correspond à
la précision astrométrique recherchée.
Lorsqu’une seule étoile est présente dans le champ de vue, les résultats du mode imageur
sont d’un intérêt purement théorique, étant donné que l’on se trouve alors dans le cas
optimal de la mesure astrométrique pour un ajustement de modèle (le modèle est le plus
simple possible). On cherche dans ce cas uniquement à montrer la précision limite du mode
imageur. Cependant, on va voir que la précision astrométrique en mode imageur associée
à un temps d’intégration de 100 s est très proche du résultat obtenu par ajustement de
modèle, ce qui est un argument convaincant en faveur de l’intérêt du mode imageur.
Les Figs. 6.1, 6.2 et 6.3 illustrent les résultats obtenus en fonction du nombre d’étoiles
présentes dans le champ de vue.
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Figure 6.2 – Précision astrométrique en mode imageur, en µas, lorsque deux étoiles sont
présentes dans le champ de vue, en fonction de la magnitude intégrée sur le champ de vue ;
dans les directions x (bleu) et y (rouge). Le temps d’intégration est de 5 h (à gauche) ou
de 100 s (à droite). Dans ce dernier cas, seule la source la plus brillante (écart de deux
magnitudes par rapport à la seconde) est recherchée. Les lignes horizontales montrent la
précision atteinte en l’absence de bruit.
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Figure 6.3 – Précision astrométrique en mode imageur, en µas, lorsque trois étoiles sont
présentes dans le champ de vue, en fonction de la magnitude intégrée sur le champ de vue ;
dans les directions x (bleu) et y (rouge). Le temps d’intégration est de 5 h (à gauche) ou
de 100 s (à droite). Dans ce dernier cas, seule la source la plus brillante (écart de deux
magnitudes par rapport à la suivante) est recherchée. Les lignes horizontales montrent la
précision atteinte en l’absence de bruit.
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6.1.1 Commentaires généraux sur les résultats astrométriques
Allure des courbes d’erreur
L’allure générale des résultats illustrés sur les Figs. 6.1, 6.2 et 6.3 peut s’expliquer
comme suit. On distingue un plateau qui se prolonge jusqu’à une certaine magnitude li-
mite, puis une augmentation plus ou moins brusque de l’erreur astrométrique pour des
magnitudes plus faibles que cette limite. Ce comportement s’explique en remarquant que
le niveau du plateau correspond à l’erreur numérique introduite par la procédure de dé-
convolution eﬀectuée par CLEAN (comme le démontre la position des lignes horizontales
qui représentent le niveau de l’erreur astrométrique sans bruit ajouté aux visibilités com-
plexes, la seule erreur étant donc induite par la déconvolution). L’augmentation de l’erreur
pour des magnitudes plus faibles s’explique par le poids du bruit de détection qui devient
prépondérant.
Par ailleurs, le niveau du plateau correspondant à l’erreur numérique de CLEAN dépend
fortement de l’échantillonnage. Ainsi, dans la Fig. 6.1, le plateau se situe à 12µas pour 5 h
d’intégration (échantillonnage de 3 pixels par mas), et à 3,7µas pour 100 s d’intégration
(échantillonnage de 10 pixels par mas). Si l’on dégrade l’échantillonnage pour ce dernier
cas à 3 pixels par mas, le plateau remonte à une valeur proche de 12µas, semblable à la
valeur obtenue avec 5 h d’intégration.
Bien entendu, la précision astrométrique ne peut être améliorée indéﬁniment en raﬃnant
l’échantillonnage. On peut en eﬀet calculer la précision théorique ultime de l’instrument.
L’erreur sur la phase associée à un temps d’intégration de 100 s sur une source de magni-
tude mK = 12 peut être calculée par le programme simulant l’instrument GRAVITY. On
obtient : σϕ = 0,0085 rad. Pour N= 30 points u-v (soit le nombre de canaux spectraux
- 5 - multiplié par le nombre de lignes de base - 6 -), une base moyenne de B=100 m, et
une longueur d’onde moyenne de λ = 2,2 × 10−6 m, l’erreur astrométrique correspondante
vaut : σtheo = λ2pi B
σϕ√
N
∼ 1,12 µas. Cette estimation suppose que tous les points u-v sont
alignés dans une même direction. On peut donc estimer l’erreur dans n’importe quelle
direction selon : σy theo ≈
√
2σtheo = 1,58 µas. Cette précision théorique ne sera jamais
dépassée quel que soit l’échantillonnage choisi.
On remarque également sur les Figs. 6.1, 6.2 et 6.3 que l’erreur dans la direction du
grand axe de la PSF (x) est plus importante que l’erreur dans la direction du petit axe de
(y), ce qui est le comportement attendu.
Signalons également qu’il a été envisagé d’utiliser une des sources retrouvées comme
référence aﬁn de positionner les autres étoiles par rapport à cette référence et de déterminer
l’erreur astrométrique relative. Cependant, cette méthode ne permet pas d’obtenir une
précision plus ﬁne car le poids des erreurs non corrélées (dues en particulier au processus de
reconstruction d’image) entre les sources est plus important. Le passage à l’erreur relative
ne fait que dégrader le résultat absolu.
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Simulations non prises en compte
Dans certains cas, correspondant à des niveaux de bruit élevés, la déconvolution par
CLEAN s’eﬀectue mal et conduit à des positions retrouvées très diﬀérentes des positions
du modèle. Ce genre de cas pathologique dégrade violemment la précision ﬁnale, aussi est-il
justiﬁé de les ignorer, à condition de vériﬁer que leur occurrence soit extrêmement limitée.
Aﬁn d’éviter au maximum l’apparition de ces cas extrêmes, on a modiﬁé le déroulement
des étapes qui ont été évoquées dans la section 5.3.
Ainsi, lorsque le temps d’intégration est de 5 h, des cas pathologiques peuvent apparaître
lorsque plusieurs sources sont présentes dans le champ de vue, et lorsqu’elles sont proches les
unes des autres. Aussi, une distance minimale de 5 mas entre les sources a été imposée dans
le processus de choix des coordonnées du modèle, ce qui correspond à la taille caractéristique
du pic central de la PSF.
Lorsque le temps d’intégration vaut 100 s, il faut raﬃner encore davantage la procédure
pour éviter l’apparition de ces cas extrêmes. On a déjà limité le choix des coordonnées du
modèle à un disque de rayon 30 mas, correspondant à la largeur à mi hauteur du champ
de vu gaussien de l’instrument GRAVITY (voir la section 4.1.1). De plus, on a modiﬁé le
déroulement standard de l’algorithme CLEAN, qui est rappelé ci-dessous.
Considérons une image d’observation simulée, et une image “CLEANée” initialement
nulle.
– Étape 1 : Le maximum d’intensité de l’image simulée est localisé ;
– Étape 2 : On ajoute une certaine valeur d’intensité (déﬁnie à l’avance comme un
paramètre de l’algorithme) au pixel correspondant dans la carte CLEANée ;
– Étape 3 : On soustrait une fraction équivalente de la PSF à l’image, au niveau du
même pixel, en multipliant par un gain de boucle lui aussi déterminé à l’avance
comme un paramètre de l’algorithme
– Retour à l’étape 1.
La boucle se prolonge jusqu’à ce que le nouveau maximum de l’image simulée devienne
inférieur à une certaine fraction de son maximum initial :
maxnouveau 6
maxinitial
D
(6.2)
où D est un paramètre de l’algorithme, qui vaut entre quelques unités et 10.
Intuitivement, on pourrait penser qu’il suﬃt de choisir D élevé de façon à obtenir un
résultat particulièrement précis. Cependant, lorsque le niveau de bruit est élevé, la sous-
traction de nombreuses PSF au niveau du pic principal de l’image simulée peut conduire
à l’apparition de pics secondaires qui peuvent devenir plus intenses que le pic principal
si la boucle se prolonge, conduisant à une valeur des coordonnées retrouvées très éloignée
de la position du modèle. Pour éviter ce genre d’artefact, on vériﬁe à la ﬁn de la boucle
CLEAN que le nouveau maximum n’est pas trop éloigné du maximum initial (on tolère
un éloignement de l’ordre d’une fraction de la taille caractéristique du pic central de la
PSF). Si cette condition n’est pas validée, l’algorithme CLEAN est relancé avec une valeur
inférieure de D.
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Malgré toutes ces précautions pour éviter l’apparition de cas pathologiques, une fraction
négligeable des cas Monte Carlo simulés a pour résultat des coordonnées retrouvées très
éloignées des coordonnées du modèle : si, à cause d’un niveau de bruit élevé, le maximum
de l’image simulée ne coïncide pas avec la position de l’étoile la plus brillante du modèle, il
n’y a aucun moyen de retrouver cette étoile (et encore moins les éventuelles autres sources).
Aﬁn de ne pas polluer les résultats ﬁnaux, on ne tient pas compte de ces cas extrêmes.
On prend garde de fournir, pour chaque résultat de simulation, le pourcentage de ces cas
éliminés (qui devra rester négligeable).
6.1.2 Résultats pour une étoile
L’algorithme CLEAN est ici utilisé dans une conﬁguration optimale avec une unique
source ponctuelle. On constate sur la Fig. 6.1 que l’erreur dépend très peu de la direc-
tion, CLEAN étant à peu près insensible à l’allure de la PSF. La valeur de la précision
astrométrique obtenue dans les deux directions est surtout imposée par l’échantillonnage.
La meilleure précision obtenue, 12 µas environ pour un temps d’intégration de 5 h, est
nettement meilleure que la taille du pixel, qui vaut dans ce cas 0,33 mas. Ceci est dû au fait
que la précision astrométrique porte sur la position du barycentre de chaque ensemble de
pixels éclairés retrouvés par CLEAN, position qui peut être déterminée avec une précision
inférieure au pixel.
La meilleure précision obtenue avec un temps d’intégration de 100 s (et un échan-
tillonnage de 10 pixels par mas) est très proche de la limite théorique obtenue dans la
section 6.1.1 : 4 µas. On a vériﬁé que l’on pouvait obtenir une précision astrométrique en
mode imageur égale à la limite théorique en raﬃnant l’échantillonnage : on descend jusqu’à
1,6 µas pour un échantillonnage de 150 pixels par mas (mais au prix d’un temps de calcul
très long, ce qui explique que l’échantillonnage ait été choisi moins ﬁn pour les simulations
Monte Carlo).
On s’est également intéressé à la possibilité d’utiliser les résultats obtenus en mode
imageur avec 100 s d’intégration (et un échantillonnage de 10 pixels par mas) dans le cadre
d’un ajustement de modèle. Dans ce contexte, les résultats en mode imageur peuvent être
utilisés comme une première approximation des résultats de l’ajustement. On n’a pas ajusté
l’intensité, qui est supposée connue à 10 % près.
L’ajustement, réalisé avec la routine Yorick lmfit, permet d’obtenir la précision limite
de 1,6 µas pour une source de magnitude mK = 12.
Lorsqu’une seule source est présente dans le champ de vue, des cas pathologiques si-
gnalés dans la section 6.1.1 surviennent uniquement lorsque la magnitude de l’étoile vaut
mK = 17 et pour 100 s d’intégration.
La Fig. 6.4 représente un histogramme des quantités dxi et d
y
i déﬁnies par l’Eq. 6.1. La
proportion des cas pathologiques qui apparaissent clairement sur cette ﬁgure est de 0,03%.
Au regard de ces résultats, on peut déjà conclure que la précision astrométrique en
mode imageur de l’instrument, lorsqu’une seule source est imagée, vériﬁe les objectifs ﬁxés
à l’instrument pour ses cas scientiﬁques les plus extrêmes.
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Figure 6.4 – Histogramme des quantités dx (bleu) et dy (rouge) déﬁnies par l’Eq. 6.1 pour
une source de magnitude mK = 17 avec 100 s d’intégration. En dehors de la distribution
gaussienne (à gauche), on distingue trois réalisations à des valeurs de dx et dy comprises
entre 2 et 10 mas (à droite), donc déconnectées de la distribution. Ce sont des cas patho-
logiques : un haut niveau de bruit a pour conséquence un déplacement du pic principal de
l’image simulé à l’écart de la position de l’étoile la plus brillante du modèle.
6.1.3 Résultats pour deux étoiles
Lorsque deux étoiles sont présentes dans le champ de vue, et pour un temps d’intégra-
tion de 5 h, la Fig. 6.2 montre que la précision astrométrique pour toutes les magnitudes
considérées est de l’ordre de la taille de l’ISCO en métrique de Schwarzschild (30 µas).
Lorsque le temps d’intégration est réduit à 100 s, un histogramme similaire à celui
représenté sur la Fig. 6.4 est trop bruité pour permettre d’établir un critère de rejet clair.
On est contraint de se limiter à ne rechercher que la source la plus brillante, qui est
supposée être de deux magnitudes plus intense que la seconde étoile. Dans le cadre de
cette restriction, le pourcentage de cas pathologiques est restreint à 0,1%. Par ailleurs,
cette restriction ne diminue en rien l’intérêt scientiﬁque des résultats obtenu, puisque le
cas de deux sources dont l’une est nettement plus brillante que l’autre peut avoir lieu au
centre galactique si l’on imagine un sursaut de rayonnement qui serait observé en même
temps qu’une étoile proche.
Les résultats présentés sur la Fig. 6.2 montrent que la précision obtenue dans la direction
du petit axe de la PSF pour des magnitudes mK 6 15 est de l’ordre de grandeur de l’ISCO
en métrique de Schwarzschild.
6.1.4 Résultats pour trois étoiles
La Fig. 6.3 montre que lorsque trois sources sont observées pendant 5 h, la précision
astrométrique reste de l’ordre de l’ISCO en métrique de Schwarzschild pour une magnitude
intégrée plus brillante que mK = 16.
Lorsque le temps d’intégration est réduit à 100 s, la précision sur la source la plus
brillante reste meilleure que 40 µas (donc un peu au-delà de l’ISCO) lorsque la magnitude
90 CHAPITRE 6. PRÉCISION ASTROMÉTRIQUE DE GRAVITY
intégrée est plus intense que mK = 15,5. Le pourcentage de cas pathologiques associés reste
inférieur à 0,5%.
Tous ces résultats sont encourageants pour l’étude de la population stellaire du centre
galactique la plus proche du trou noir central. On constate en particulier que les précisions
obtenues permettent d’atteindre le rayon de Schwarzschild du trou noir (10 µas) lorsqu’une
seule source suﬃsamment brillante est présente, ce qui est particulièrement intéressant dans
la perspective de l’étude des sursauts de rayonnement évoqués dans la section 4.2.1. On peut
également conclure de cette étude que le mode imageur de l’instrument peut être utilisé
pour obtenir un niveau de précision permettant d’accéder à des phénomènes gravitationnels
en champ fort (quelques rayons de Schwarzschild).
6.2 Observation d’une source ponctuelle variable
Après avoir considéré dans la section précédente des sources immobiles et d’intensité
constante, on va désormais s’intéresser à une source en mouvement et d’intensité variable.
L’intérêt scientiﬁque de cette étude est bien entendu l’observation des sursauts de rayon-
nement aux environs du trou noir Sgr A*. On a vu dans la section 4.2.1 que ces sursauts
étaient caractérisés par une pseudo-période de l’ordre de la vingtaine de minutes, la durée
totale du phénomène étant de l’ordre de 1 à 2 h. On a vu également que dans le cadre
du modèle dit du point chaud, ces sursauts sont dus à du gaz émettant du rayonnement
synchrotron en orbite sur l’ISCO du trou noir.
Aﬁn de tenir compte de ces caractéristiques, on va considérer ici une source mobile sur
une trajectoire circulaire, dont le rayon est de 30 µas (le rayon de l’ISCO d’un trou noir de
Schwarzschild de la masse de Sgr A*). La courbe de lumière de cette source est modélisée
par la superposition d’une gaussienne dont la largeur à mi-hauteur est de l’ordre d’1 h
et d’une sinusoïde dont la période est de l’ordre de la vingtaine de minutes. La Fig. 6.5
représente une telle courbe de lumière.
On va considérer trois valeurs de la magnitude maximale de la source :mK = 13, 14, 15.
Ces choix tiennent compte de la magnitude du sursaut le plus brillant observé à l’heure
actuelle : mK = 13,5 (Dodds-Eden et al. 2011).
Ce modèle de sursaut est bien entendu très simpliste pour trois raisons principales.
Il ne tient aucun compte des eﬀets relativistes qui sont très importants 1 si près du trou
noir (Hamaus et al. 2009). L’inclinaison du trou noir est supposée être nulle (on voit
l’orbite de face). Et le point chaud constituant le sursaut est supposé être une source
quasi-ponctuelle, ce qui n’est pas vraisemblable compte tenu des forces de friction dues
1. On peut imaginer le cas le plus extrême d’une inclinaison de 90˚ : du fait de l’effet de beaming, on
ne verrait alors qu’un point fixe sur le ciel !
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Figure 6.5 – Courbe de lumière de la source variable en orbite circulaire autour du centre
galactique. L’intensité est en unités arbitraires et l’axe des abscisses est gradué en heures,
temps universel.
au gradient de vitesse de rotation dans les zones les plus internes du disque d’accrétion
entourant le trou noir : une source initialement quasi-ponctuelle sera déformée.
Les résultats qui suivent doivent donc être considérés comme une première étape, né-
cessitant le développement d’un modèle plus complexe tenant compte des eﬀets relativistes
et du caractère étendu de la source. Un tel modèle sera développé au chapitre 10.
Dans les sections qui suivent, on va s’intéresser à déterminer si l’instrument GRAVITY
est capable de mettre en évidence le mouvement du point chaud simulé.
6.2.1 Simulations réalisées
On va considérer deux types de simulations :
Premier type : la source est en orbite circulaire de rayon 30 µas autour du centre
galactique, avec une courbe de lumière déﬁnie par la Fig. 6.5,
Deuxième type : la source est immobile en un point du cercle de rayon 30 µas entou-
rant le centre galactique, avec une courbe de lumière toujours déﬁnie par la Fig. 6.5.
Il va s’agir de diﬀérencier ces deux modèles, l’objectif étant de déterminer si GRAVITY
est capable de mettre en évidence le mouvement de la source.
Pour toutes les simulations qui suivent, le temps d’intégration est de 100 s. On ne
s’intéresse qu’à la partie de la nuit durant laquelle l’intensité de la source (mobile ou
immobile) est supérieure à la moitié de son maximum observé : on sélectionne ainsi 15
blocs d’intégration de 100 s durant lesquels la source est suﬃsamment brillante. A partir
de cette sélection, on va rechercher la position de la source pour chaque bloc d’intégration
de 100 s, en utilisant la méthode qui a été présentée dans la section 6.1. Pour ce faire, on
utilisera soit le mode imageur de l’instrument uniquement, soit la combinaison du mode
imageur et d’un ajustement de modèle (en utilisant les résultats du mode imageur comme
première approximation de la solution de l’ajustement).
Une fois ces calculs réalisés au cours d’une nuit, il est possible de déterminer la dispersion
des positions retrouvées, déﬁnie comme suit :
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Figure 6.6 – Diagrammes de contours des histogrammes bidimensionnels de dispersion
pour une source mobile (points rouges) ou immobile (traits bleus) ; la magnitude maximum
de la source vaut, de gauche à droite, 13, 14 et 15. Les positions sont retrouvées en utilisant
le mode imageur de l’instrument uniquement. Les axes sont gradués en µas.
δx =
√√√√ 1
14
14∑
k=0
(xk − x¯)2, (6.3)
δy =
√√√√ 1
14
14∑
k=0
(yk − y¯)2
où xk et yk désignent les positions retrouvées de la source pour chacun des 15 blocs d’inté-
gration sélectionnés, et où x¯ et y¯ désignent les moyennes des positions retrouvées au cours
de la nuit dans chaque direction.
Il est alors possible de réaliser une simulation Monte Carlo basée sur cette procédure,
chaque nuit simulée étant associée à un couple de valeurs de dispersions (δx, δy). On peut
alors tracer les diagrammes de contours des histogrammes relatifs à la distribution des
dispersions obtenues dans le plan (δx, δy).
6.2.2 Mise en évidence du mouvement du point chaud
Les Figs. 6.6 et 6.7 représentent les histogrammes bidimensionnels de dispersion lorsque
le mode imageur de l’instrument est uniquement utilisé, et lorsque l’on fait appel de surcroît
à un ajustement de modèle.
Commentaires généraux sur les histogrammes de dispersion
L’intérêt des ces histogrammes est le suivant. Si l’on imagine avoir obtenu une cer-
taine valeur de dispersion au cours d’une nuit de véritable observation, on peut utiliser les
Figs. 6.6 et 6.7 pour déterminer si oui ou non la source observée était en mouvement. Si la
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Figure 6.7 – Identique à la Fig. 6.6, les positions étant retrouvées en utilisant un ajuste-
ment de modèle, les résultats du mode imageur étant utilisés comme première approxima-
tion à la solution.
valeur de dispersion obtenue se situe à l’intérieur des contours représentés en bleu, alors la
source était immobile. Par contre, si la dispersion obtenue se situe dans le domaine rouge,
la source était en mouvement.
Il faut encore garder en tête que la simplicité du modèle considéré fait l’économie d’un
grand nombre d’eﬀets qui dans la pratique viendront compliquer l’interprétation, comme
on l’a mentionné plus haut : l’orbite est supposée être observée avec une inclinaison nulle,
et tous les eﬀets relativistes ont été négligés. Il faut donc considérer les résultats obtenus
comme une illustration de l’intérêt scientiﬁque potentiel de la méthode proposée, plutôt
que comme des résultats astrophysiques fermement établis.
On peut déjà remarquer que les contours associés à une source immobile sont centrés,
comme on l’attend, sur une valeur (δx, δy) proche de la précision astrométrique (du mode
imageur pur, ou de l’ajustement) à la magnitude considérée. En eﬀet, les précisions astro-
métriques en mode imageur pur pour une source de magnitude mK = 13, 14, 15 sont, en
µas : (σx = 7,7 ; σy = 4,8), (σx = 13,6 ; σy = 6,3) et (σx = 28,6 ; σy = 11,6). Les précisions
correspondantes lorsqu’un ajustement est utilisé également sont : (σx = 6,7 ; σy = 2,6),
(σx = 12,8 ; σy = 5,0) et (σx = 27,4 ; σy = 10,6).
On constate également au vu des Figs. 6.6 et 6.7 que les résultats obtenus en mode
imageur pur sont quasi identiques à ceux que l’on obtient en ayant recours à un ajustement.
C’est un argument de plus en faveur de l’intérêt scientiﬁque de ce mode astrométrique.
Mise en évidence du mouvement de la source en fonction de la magnitude
Dans le cadre du modèle simple étudié ici, les Figs. 6.6 et 6.7 montrent clairement
qu’il est possible de distinguer facilement entre les distributions dues à la source mobile et
immobile lorsque la magnitude maximale de la source est plus brillante que mK = 14.
De plus, on peut utiliser le fait que le mouvement du point chaud est connu aﬁn d’ob-
tenir un critère de distinction entre les deux types de sources même lorsque la magnitude
maximale n’est que de mK = 15. La Fig. 6.8 représente en eﬀet les histogrammes de χ2
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Figure 6.8 – Histogrammes des χ2 réduits pour une source immobile (en bleu) ou mo-
bile (en rouge). Ce χ2 est l’écart quadratique moyen de la diﬀérence entre les positions
retrouvées et un modèle faisant l’hypothèse d’un mouvement circulaire de rayon 30 µas.
réduit associés à l’ajustement de la trajectoire retrouvée de la source à un cercle de rayon
30 µas. On constate que les deux distributions sont nettement séparées, ce qui permet de
conclure également dans ce cas.
Cependant, lorsque la magnitude du sursaut devient plus faible que mK = 15, il devient
impossible de diﬀérencier les deux types de sources, même en ayant recours à un ajustement
de la trajectoire.
Contrainte sur la taille de l’orbite
On peut extraire une dernière information des histogrammes de dispersion représentés
sur les Figs. 6.6 et 6.7.
Dans les simulations réalisées, le point chaud a une période orbitale de 20 minutes. Un
tour d’orbite est donc eﬀectué en 12 blocs d’intégrations de 100 s. L’angle décrit entre deux
simulations successives est donc de θ = 2pi
12
. La dispersion théorique peut donc être calculée,
si on note Risco le rayon de la trajectoire, et en se souvenant que la simulation complète
porte sur 15 blocs d’intégration de 100 s :
δtheo =
√√√√ 1
14
14∑
k=0
R2iscocos
2(k θ) (6.4)
= 23µas.
Cette valeur est proche du centre des contours de l’histogramme de dispersion corres-
pondant à une source mobile de magnitude maximale égale à mK = 13 et 14.
La taille caractéristique de l’orbite peut donc être déduite de la valeur de la dispersion
obtenue pour peu que le sursaut considéré ait une magnitude supérieure à mK = 14.
6.2. OBSERVATION D’UNE SOURCE PONCTUELLE VARIABLE 95
Encore une fois, on prend garde de rappeler que ce résultat doit être considéré dans les
limites de la simplicité du modèle envisagé. Cependant, il n’en reste pas moins que cette
constatation est de bon augure pour la méthode astrométrique présentée ici.
Tous les résultats obtenus dans cette partie sont encourageants dans la perspective de
l’utilisation de GRAVITY pour tester la relativité générale en champ fort aux abords du
trou noir central Sgr A*. On a vu dans la section 6.1 que la précision astrométrique de
l’instrument lorsqu’une seule source suﬃsamment brillante est située dans le champ de vue
atteint le rayon de Schwarzschild du trou noir.
On vient maintenant de voir que, dans le cadre d’un modèle simpliste de sursaut,
l’instrument est capable de mettre en lumière le mouvement d’un point chaud de magnitude
maximale mK = 15 et même de donner une estimation de la taille caractéristique de l’orbite
si l’on se restreint à un sursaut de magnitude plus brillante que mK = 14.
Il reste à mettre à l’épreuve ces résultats dans le cadre d’un modèle réaliste de sur-
saut. Ce sera l’objectif du chapitre 10. On y sera plus à même d’étudier la possibilité,
pour le genre d’observations simulées dans cette section, d’apporter des contraintes sur les
paramètres du trou noir central.
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Troisième partie
GYOTO, un code de calcul d’orbite en
relativité générale
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Introduction
De nombreux codes de calcul de trajectoires de particules en relativité générale existent
à l’heure actuelle.
Les premiers développements de ce champ de recherche remontent aux années 70 avec les
travaux de Cunningham & Bardeen (1973) relatifs à l’apparence d’une étoile en mouvement
autour d’un trou noir de Kerr, de Cunningham (1975) calculant le spectre observé d’un
disque d’accrétion autour d’un trou noir de Kerr exprimé en fonction des quantités émises
au moyen d’une fonction de transfert, et de Luminet (1979) qui présente la première image
d’un disque d’accrétion entourant un trou noir de Schwarzschild.
Depuis, les codes de propagation de rayonnement ont ﬂeuri dans la littérature, prin-
cipalement pour calculer des spectres, et en particulier la raie du fer à 6,4 keV (voir en
particulier Fabian et al. 1989; Hameury et al. 1994; Fanton et al. 1997; Fuerst & Wu
2004; Li et al. 2005; Wu et al. 2006; Dexter & Agol 2009), et pour calculer des images
de disques d’accrétion (Karas et al. 1992; Marck 1996; Fuerst & Wu 2004; Dexter & Agol
2009). Certains auteurs s’intéressent plus particulièrement à la simulation de phénomènes
d’oscillation quasi-périodique à proximité d’un trou noir supermassif (Broderick & Loeb
2006; Schnittman et al. 2006), aux trajectoires et à l’apparence d’étoiles proches d’ob-
jets compacts (Levin & Perez-Giz 2008; Müller 2009), à des simulations incluant les eﬀets
magnétohydrodynamiques d’un disque d’accrétion entourant un trou noir de Kerr (Noble
et al. 2007; Dolence et al. 2009), ou à prendre en compte la polarisation du rayonnement
émis (Broderick 2004; Zamaninasab et al. 2010; Shcherbakov & Huang 2011). On trouvera
également sur le site d’Alain Riazuelo 2 quelques présentations concernant la visualisation
d’objets compacts ainsi que des animations et simulations très pédagogiques disponibles
en ligne.
Dans ce contexte, on peut se demander quelle est l’utilité de développer un code sup-
plémentaire. Il y a trois raisons principales au choix du développement du code GYOTO
qui va être présenté dans cette partie.
Tout d’abord, et c’est ce qui explique la diversité des codes à l’heure actuelle, il est
toujours préférable de maîtriser complètement un code plutôt que de l’utiliser comme
une boîte noire. GYOTO était donc nécessaire aﬁn de permettre de mener à bien de façon
optimale les travaux de simulations nécessaires entourant le développement de l’instrument
GRAVITY.
2. http ://www2.iap.fr/users/riazuelo/bh/index.html
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Il est toujours possible d’utiliser un code écrit par d’autres auteurs en le maîtrisant suf-
ﬁsamment, à condition que ce code soit public. Or il est très rare de rencontrer dans la lit-
térature des codes de propagation de rayonnement en relativité générale dont la source soit
mise à disposition (citons l’exception que constitue le code de Dexter & Agol 2009). Dans
cette perspective, GYOTO est appelé à devenir public dans un avenir très proche. Tout
le développement du code a été réalisé dans cet objectif, en particulier le développement
d’un plugin en langage Yorick développé par Thibaut Paumard, qui rendra l’utilisation de
GYOTO très aisée. Le choix du langage, C++, rend également le code particulièrement
modulable, ce qui permettra à de futurs utilisateurs de pouvoir facilement continuer à
développer leur propre version du code.
Enﬁn, GYOTO dispose d’une particularité qui le rend unique en comparaison des autres
codes de calcul de trajectoires de particules en relativité générale. Il permet de prendre en
compte des métriques non analytiques, calculées numériquement dans le cadre du forma-
lisme 3+1 de la relativité générale. Ceci permet à GYOTO de pouvoir eﬀectuer des calculs
au voisinage d’objets beaucoup plus divers que les seuls trous noirs de Kerr, comme on le
verra dans le chapitre 8 et plus en détail dans la partie V.
Chapitre 7
GYOTO en métrique de Kerr
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7.1 Méthode d’intégration des géodésiques
7.1.1 Équation des géodésiques utilisée
Équation des géodésiques en coordonnées de Boyer-Lindquist
Lorsque GYOTO est utilisé pour calculer des géodésiques en métrique de Kerr, on se
placera presqu’exclusivement en coordonnées de Boyer-Lindquist, qui ont été présentées
dans le chapitre 1.
On a déjà rappelé une expression de l’équation des géodésiques dans ces coordonnées
au chapitre 1. Cependant, cette équation entraînait une diﬃculté numérique du fait de
l’apparition de racines carrées qui imposaient de déterminer le signe de r˙ et de θ˙ au cours
de l’intégration.
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Cette complication peut être évitée en utilisant une formulation hamiltonienne du pro-
blème, telle qu’exposée, par exemple, dans Levin & Perez-Giz (2008). En faisant appel à
l’impulsion dont les composantes covariantes sont (voir par exemple Levin & Perez-Giz
2008) :
pt = −
(
1− 2 r
Σ
)
t˙− 2 a r sin
2θ
Σ
ϕ˙, (7.1)
pr =
Σ
∆
r˙,
pθ = Σ θ˙,
pϕ = sin
2θ
(
r2 + a2 +
2 a2 r sin2θ
Σ
)
ϕ˙− 2 a r sin
2θ
Σ
t˙
on peut montrer que l’équation des géodésiques devient :
r˙ =
∆
Σ
pr, (7.2)
p˙r = −
(
∆
2Σ
)′
p2r −
(
1
2Σ
)′
p2θ +
(
R +∆Θ
2∆Σ
)′
,
θ˙ =
1
Σ
pθ,
p˙θ = −
(
∆
2Σ
)θ
p2r −
(
1
2Σ
)θ
p2θ +
(
R +∆Θ
2∆Σ
)θ
,
ϕ˙ = − 1
2∆Σ
∂L (R +∆Θ) ,
p˙ϕ = 0,
t˙ =
1
2∆Σ
∂E (R +∆Θ) ,
p˙t = 0
où les exposants ′ et θ indiquent la dérivation par rapport à r et θ respectivement, et le
point la dérivation par rapport au paramètre de la géodésique. Les fonctions ∆, Σ, Θ et R
ont ici la même déﬁnition que dans la section 1.2, que l’on rappelle :
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Σ = r2 + a2 cos2θ, (7.3)
∆ = r2 − 2M r + a2,
Θ = Q− cos2θ
[
a2
(
m2 −E2)+ L2
sin2θ
]
,
P = E
(
r2 + a2
)− aL,
R = P 2 −∆ [m2r2 + (L− aE)2 +Q] ,
les constantes du mouvement E, L et Q correspondant, on le rappelle, à l’énergie par unité
de masse de la particule mesurée par un observateur à l’inﬁni, à la composante axiale de
son moment cinétique et à la constante de Carter.
Cette formulation de l’équation des géodésiques ne contient plus de racines carrées, elle
est parfaitement adaptée pour une intégration numérique.
C’est cette formulation de l’équation des géodésiques qui est implémentée dans GYOTO.
Équation des géodésiques lumière en coordonnées de Kerr-Schild
On a déjà évoqué les coordonnées de Kerr-Schild (T, x, y, z) dans le chapitre 1. En
utilisant ce jeu de coordonnées, l’élément de métrique s’écrit :
ds2 = dx2+dy2+dz2−dT 2+ 2M r
3
r4 + a2 z2
[
r (x dx+ y dy)− a (x dy − y dx)
r2 + a2
+
z dz
r
+ dT
]2
(7.4)
où M désigne la masse du trou noir et a son paramètre de spin. La fonction r(x, y, z), qui
n’est rien d’autre que la coordonnée radiale de Boyer-Lindquist, est déﬁnie implicitement
par :
x2 + y2 + z2 = r2 + a2
[
1− z
2
r2
]
(7.5)
à partir de quoi il est immédiat de déduire :
r =
√
1
2
(
x2 + y2 + z2 − a2 +
√
(x2 + y2 + z2 − a2)2 + 4 a2 z2
)
. (7.6)
On pourra se reporter à Visser (2007) pour obtenir les équations liant les coordonnées
de Kerr-Schild aux coordonnées de Boyer-Lindquist 1.
1. Attention cependant aux notations : la coordonnées φ utilisée dans les équations 34 à 36 de Visser
(2007) est la coordonnée φK du système de coordonnées de Kerr - non utilisé dans ce manuscrit - et non
pas la coordonnée φBL de Boyer-Lindquist ; cependant toutes les équations nécessaires aux transformations
entre les systèmes de coordonnées sont fournies dans Visser (2007).
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On constate immédiatement au vu de 7.4 que les coordonnées de Kerr-Schild, si elles
sont bien entendu également aﬀectées d’une singularité en r = 0, ne comportent aucune
pathologie au niveau de l’horizon des événements. C’est le principal intérêt de leur utili-
sation, par rapport aux coordonnées de Boyer-Lindquist. En particulier, si l’on souhaite
intégrer des géodésiques à travers l’horizon (par exemple dans le cas où l’observateur se
situe lui-même à l’intérieur de l’horizon, voir à ce sujet les simulations de Marck 1996),
l’utilisation des coordonnées de Kerr-Schild sera particulièrement adaptée.
L’équation des géodésiques lumières en coordonnées de Kerr-Schild est donnée dans Ha-
meury et al. (1994) :
Σ3
x¨
M
= −4 a r S
∆
Σ y˙ (7.7)
+
(
Σ− 4 r2) x r + a y
r2 + a2
[
K −
(
a S
∆
)2]
− a r r y − a x
r2 + a2
S
∆
[
4 (E Σ− S) + (4 a2 − Σ) S
∆
]
Σ3
y¨
M
= 4 a r
S
∆
Σ x˙
+
(
Σ− 4 r2) r y − a x
r2 + a2
[
K −
(
a S
∆
)2]
+ a r
x r + a y
r2 + a2
S
∆
[
4 (E Σ− S) + (4 a2 − Σ) S
∆
]
Σ3
z¨
M
= −K cosθ (3 r2 − a2 cos2θ)
T˙ =
2MK r
Σ (P − Σ r˙) + E
où on a utilisé :
Σ = r2 + a2 cos2θ, (7.8)
P = E (r2 + a2)− aL,
S = Σ r˙ + P,
les constantes E, L et K étant toujours l’énergie par unité de masse de la particule mesurée
par un observateur à l’inﬁni, la composante axiale de son moment cinétique, et K =
Q+ (L− aE)2, où Q est la constante de Carter.
On attire l’attention du lecteur sur le fait que le système d’équation 7.7 n’est valable
que pour une particule de masse nulle. Il faudrait disposer de la même équation, mais
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Figure 7.1 – L’écran GYOTO est constitué de N pixels dans chaque direction ex et ey,
chaque pixel faisant une taille angulaire η. Le champ de vue est égal à N η. Pour obtenir
une vue complète du ciel, on prendra ainsi N η = π/2.
dépendante de la masse de la particule, aﬁn de pouvoir intégrer, par exemple, des orbites
d’étoiles en coordonnées de Kerr-Schild.
Le développement de l’implémentation des coordonnées de Kerr-Schild dans GYOTO
n’a pas été poussé très loin étant donné que toutes les applications observationnelles qui
seront développées dans la suite utilisent les coordonnées de Boyer-Lindquist. Pour toute
la suite de cette section, on se placera donc en coordonnées de Boyer-Lindquist.
7.1.2 Déroulement de l’intégration
De l’observateur à la source : conditions initiales
L’intégration des géodésiques se fait en remontant le temps coordonnée, depuis l’ob-
servateur jusqu’à la source astrophysique. Ceci permet d’économiser en temps de calcul
étant donné que les géodésiques qui quittent l’objet astrophysique mais ne rejoignent pas
l’observateur ne sont pas calculées.
L’observateur est supposé statique, aux coordonnées (t, r, θ, ϕ). Il est modélisé par un
écran supposé ponctuel, dont les pixels correspondent aux diﬀérentes directions initiales
des photons : chaque pixel de l’écran est ainsi associé à deux coordonnées angulaires sur le
ciel correspondant à la direction initiale du photon 2. L’écran est ainsi complètement déﬁni
par son nombre de pixels et sa taille angulaire (voire Fig. 7.1).
Un des objectifs de GYOTO est d’être le plus transparent possible pour un utilisateur
non spécialiste du formalisme de calcul de trajectoires relativistes. De ce fait, on veut
pouvoir décrire un photon incident à partir des trois quantités qui le caractérisent pour un
2. On insiste encore une fois sur le fait que l’intégration se fait en remontant le temps, le vecteur tangent
initial du photon quitte donc l’écran.
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Figure 7.2 – Systèmes de coordonnées utilisés dans GYOTO pour repérer l’observateur.
Le système de coordonnées (X, Y, Z) est centré sur le trou noir, l’axe des Z coïncide avec
l’axe de rotation de l’objet central ; le système (x, y, z) est centré sur l’observateur, le
vecteur ez étant dirigé selon la ligne de visée. Les angles d’Euler a1, a2 et a3 permettent
de passer d’un système à l’autre. En particulier, le choix de l’angle a1 permet d’orienter
les vecteurs ex et ey dans le plan de l’écran. Les angles a2 et a3 sont reliés aux angles
sphériques θ et ϕ selon : a2 = π − θ, a3 = −π/2− ϕ.
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observateur : ses coordonnées angulaires sur le ciel α et δ (comme illustré sur la Fig. 7.1),
et sa fréquence observée νobs (imposée par le ﬁltre choisi par l’observateur).
A partir de ces trois quantités, qui sont les conditions initiales fournies à GYOTO pour
chaque photon, on va dériver le 4-vecteur d’onde du photon k au niveau de l’écran, relié à
la 4-impulsion p par p = ~k.
Pour ce faire, on introduit le repère cartésien (x, y, z) associé à l’écran (voir Fig. 7.2).
On déﬁnit la vitesse coordonnée d’un photon comme le 3-vecteur tangent initial du photon
au niveau de l’écran, qui peut s’exprimer dans le repère (x, y, z) en fonction des angles
sphériques µ1 et µ2 déﬁnis sur la Fig. 7.3 selon :
v = N v1, (7.9)
v1 = sinµ1 cosµ2 ex + sinµ1 sinµ2 ey + cosµ1 ez
où N est un coeﬃcient de normalisation qui reste à déterminer.
Aﬁn de faire le lien avec les coordonnées de Boyer-Lindquist, on peut exprimer v dans les
coordonnées sphériques associées au repère (X, Y, Z) centré sur le trou noir (voir Fig. 7.2).
Les vecteurs de la base orthonormée associée à ce système de coordonnées sont liés aux
vecteurs de la base naturelle associée aux coordonnées de Boyer-Lindquist ∂i par :
er =
1√
grr
∂r, (7.10)
eθ =
1√
gθθ
∂θ,
eϕ =
1√
gϕϕ
∂ϕ
où on a supposé que la métrique spatiale gij était diagonale.
Le vecteur v s’exprime alors selon :
v = r˙
√
grr er + θ˙
√
gθθ eθ + ϕ˙
√
gϕϕ eϕ. (7.11)
Remarquons que si l’observateur est suﬃsamment loin du trou noir pour que l’espace
puisse être considéré comme plat en son voisinage, l’équation précédente donne :
v = r˙ er + r θ˙ eθ + r sinθ ϕ˙ eϕ. (7.12)
Le lien entre les bases utilisées dans les deux précédentes équations est donné par les
angles d’Euler (voir Fig. 7.2) :
er = −ez; eθ = −sina1 ex + cosa1 ey; (7.13)
eϕ = cosa1 ex + sina1 ey.
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Figure 7.3 – Lien entre les coordonnées angulaires α et δ sur le ciel et les coordonnées
angulaires sphériques µ1 et µ2 associées au repère (x, y, z) de l’observateur.
On déduit alors par identiﬁcation les coordonnées initiales du photon r˙, θ˙ et ϕ˙ :
r˙ = −N cosµ1√
grr
; θ˙ = N −sina1 sinµ1 cosµ2 + cosa1 sinµ1 sinµ2√
gθθ
; (7.14)
ϕ˙ = N cosa1 sinµ1 cosµ2 + sina1 sinµ1 sinµ2√
gϕϕ
.
Les angles d’Euler ai étant ﬁxés 3, il ne reste donc plus qu’à relier les angles µ1 et µ2 à
α et δ, et à déterminer le facteur N .
La Fig. 7.3 montre que l’on peut relier aisément µ2 aux angles α et δ selon :
µ2 =
{
tan−1 (δ/α) α > 0
π + tan−1 (δ/α) α < 0
(7.15)
Par ailleurs, la formule des cosinus en trigonométrie sphérique permet de déterminer µ1.
Rappelons cette formule due au mathématicien François Viète (1593), avec les notations
de la Fig. 7.4 :
cosc = cosa cosb+ sina sinb cosγ. (7.16)
Dans notre cas, les arcs α, δ et µ1 forment un triangle sphérique. Les grands cercles sur
lesquels s’appuient α et δ étant orthogonaux, on a :
cosµ1 = cosα cosδ. (7.17)
D’où :
µ1 = cos
−1 (cosα cosβ) . (7.18)
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Figure 7.4 – Un triangle sphérique. Si on note O le centre de la sphère, les quantités
a, b et c désignent les angles COB, COA et AOB. La formule des cosinus donne alors :
cosc = cosa cosb+ sina sinb cosγ. Source : Wikipedia
Soit u = (ut, 0, 0, 0) la 4-vitesse de l’observateur statique. On peut toujours décomposer
le 4-vecteur d’onde k selon :
k = ρu+ ⊥u k (7.19)
où ρ est un facteur multiplicatif et ⊥u désigne l’opérateur de projection sur l’espace local
de repos de l’observateur.
Le 3-vecteur v introduit plus haut n’est autre que la partie spatiale du 4-vecteur ⊥u k :
⊥u k = (0,v). (7.20)
De plus, en prenant le produit scalaire de l’Eq. 7.19 par u on obtient :
ρ = −k · u = ωobs (7.21)
où ωobs = 2 π νobs est la pulsation du photon mesurée par l’observateur, et νobs est la
fréquence observée.
Considérons alors la situation représentée par un diagramme d’espacetemps sur la
Fig. 7.5. Soit O l’événement d’impact du photon sur l’écran de l’observateur. Soit A un
événement sur la ligne d’univers du photon distant de O d’une quantité dλ du paramètre
aﬃne paramétrant la géodésique lumière. Soit B l’événement simultané pour l’observateur,
distant de O d’un intervalle de temps propre dτ . Si on note w la vitesse de la lumière
mesurée par l’observateur, on a la relation : w dτ = BA. La relation de Chasles appliquée
dans le triangle OAB donne :
dλk = dτ u+ dτ w. (7.22)
3. Pour toutes les simulations en métrique de Kerr qui seront présentées dans ce manuscrit, la projection
de l’axe de rotation du trou noir est supposée coïncider avec l’axe y de l’écran. Ceci fixe l’angle d’Euler a1.
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Figure 7.5 – Vitesse du photon mesurée par l’observateur. La 4-vitesse de l’observateur
est notée u, le 4-vecteur tangent du photon est noté k. Le point O désigne l’événement
de l’impact du photon sur l’écran d’observation. Le point A est un événement inﬁniment
proche de O sur la ligne d’univers du photon (en rouge), le point B est l’événement simul-
tané de A pour l’observateur (dont la ligne d’univers est représentée en bleu). La surface
Σ représente l’espace local de repos de l’observateur.
En prenant le produit scalaire de cette équation par la 4-vitesse de l’observateur 4 on
déduit :
k = ωobs (u +w) (7.23)
Soit :
⊥u k = (0,v) = ωobs w. (7.24)
Le vecteur w étant normalisé à 1 (c’est la vitesse de la lumière mesurée par l’observa-
teur), on en déduit que le 4-vecteur (0,v) doit être normalisé à ωobs, ce qui entraîne :
N = ωobs√
gij vi1 v
j
1
(7.25)
où l’expression du 3-vecteur v1 est donnée par l’Eq. 7.9.
Les Eqs. 7.14, 7.15, 7.18 et 7.25 permettent d’obtenir les composantes spatiales du 4-
vecteur tangent initial k à partir des conditions initiales GYOTO α, δ et νobs = ωobs/2 π.
La composante temporelle est ensuite déterminée par normalisation à 0 de k.
Cependant, lorsque GYOTO est utilisé pour calculer le spectre émis par un objet (voir
section 7.3) et qu’on souhaite faire varier νobs dans une bande de fréquences, il n’est pas utile
de refaire les calculs de propagation des géodésiques pour chaque valeur de fréquence : les
géodésiques sont bien entendu indépendantes de la fréquence du photon comme le montre
4. Et en utilisant les relations : k ·u = −ωobs, u ·u = −1 et w ·u = 0. Cette dernière égalité est vérifiée
parce que A et B étant simultanés, le vecteur infinitésimal BA = w/dτ appartient à l’espace local de repos
de l’observateur (Voir Eq. 3.8 de Gourgoulhon 2010b). On fait l’hypothèse que B est suffisamment proche
de O pour pouvoir confondre la 4-vitesse de l’observateur en O et en B.
7.1. MÉTHODE D’INTÉGRATION DES GÉODÉSIQUES 111
l’Eq. 7.23 : le vecteur tangent est simplement proportionnel à la fréquence observée. Aussi,
tous les calculs internes à GYOTO se font avec une fréquence observée νobs = 1, les valeurs
physiques de la fréquence choisies par l’utilisateur étant utilisées uniquement au cours du
calcul du spectre émis.
De l’observateur à la source : conditions d’arrêt
Chaque photon est intégré en remontant le temps à partir de l’écran de l’observateur. La
géodésique lumière correspondante est calculée jusqu’à ce que l’une des quatre conditions
d’arrêt suivantes soit vériﬁée :
– le photon atteint l’objet astrophysique cible (objet optiquement épais), ou la trans-
mission devient inférieure à un certain seuil (objet optiquement mince),
– le temps coordonnée devient inférieur à une certaine valeur spéciﬁée par l’utilisateur,
– le photon parvient à une valeur de la coordonnée radiale r inférieure à une certaine
limite
– le nombre de pas d’intégration dépasse une certaine valeur maximale admise.
La deuxième condition permet d’arrêter l’intégration des géodésiques qui ne rencontrent
pas l’objet et qui ne plongent pas dans le trou noir. Il faut cependant prendre garde à choisir
une valeur du temps coordonnée minimale suﬃsamment petite pour permettre l’intégration
des géodésiques très courbées qui passent près de l’horizon et sont susceptibles de rencontrer
l’objet après plusieurs orbites autour du trou noir.
La troisième condition permet d’éviter l’apparition des pathologies des coordonnées de
Boyer-Lindquist à l’approche de l’horizon : l’intégration est stoppée suﬃsamment tôt pour
les éviter. Comme pour la précédente condition, la détermination de la valeur critique rc en
dessous de laquelle l’intégration est arrêtée devra être faite avec soin : si rc est trop petit,
l’intégrateur risquera d’utiliser des valeurs divergentes des coeﬃcients métriques (du fait du
comportement pathologique des coordonnées de Boyer-Lindquist près de l’horizon), mais
si rc est trop grand, on risque d’empêcher l’intégration des géodésiques rasantes donnant
lieu aux images d’ordre supérieur.
La dernière condition n’est présente que pour empêcher des calculs inﬁnis en cas de
problème imprévu lors de l’intégration. Elle donne lieu à l’aﬃchage d’un message d’alerte.
Pas d’intégration adaptatif, conservation des constantes du mouvement
L’intégration des géodésiques est eﬀectuée à l’aide d’un intégrateur de Runge-Kutta du
quatrième ordre, avec pas adaptatif (voir par exemple Press et al. 1986).
La détermination du pas adaptatif est eﬀectuée de la façon standard suivante. Considé-
rons la 4-position p et le 4-vecteur tangent v d’une particule à un pas d’intégration donné.
On calcule la 4-position p′ et le 4-vecteur tangent v′ au pas suivant grâce à un algorithme
de Runge-Kutta à l’ordre quatre standard (voir par exemple Press et al. 1986). Puis on
divise le pas par deux, et on calcule la 4-position p′′ et le 4-vecteur tangent v′′ deux demi-
pas plus loin. Le pas initialement proposé n’est accepté que si p′ et v′ ne diﬀèrent pas trop
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de p′′ et v′′. La diﬀérence admise est ﬁxée par la valeur de la dérivée de la 4-position et du
4-vecteur tangent initiaux, multipliée par le pas proposé.
Aﬁn de garantir une intégration correcte, on corrige la 4-position et le 4-vecteur tangent
calculés par l’intégrateur à pas adaptatif aﬁn d’assurer la conservation des constantes du
mouvement. On a vu déjà plusieurs fois qu’une particule suivant une géodésique en métrique
de Kerr est dotée de quatre constantes du mouvement : la norme au carré de son 4-vecteur
tangent 5 (qui vaut 0 si l’on intègre un photon, -1 s’il s’agit d’une particule massive),
l’énergie E par unité de masse mesurée par un observateur à l’inﬁni, la composante axiale
L de son moment cinétique mesurée par un observateur à l’inﬁni, et la constante de Carter
Q.
La conservation de E et de L est directement imposée par la forme choisie pour exprimer
l’équation des géodésiques, comme on le constate au vu de l’Eq. 7.2, en se rappelant (voir
Eq. 1.15) que E = −pt et L = pϕ.
La constante de Carter (voir Eq. 1.16) s’exprime selon :
Q = Σ2 θ˙2 + cos2θ
[
a2 (µ2 − E2) + sin−2θ L2] (7.26)
où µ désigne la masse de la particule considérée. On va donc imposer à θ˙ de prendre la
valeur assurant cette égalité à la position courante (r, θ, ϕ).
La valeur de θ˙ issue du système 7.2 est donc modiﬁée. Cependant, on s’assure à chaque
itération que la valeur modiﬁée ne s’écarte pas de plus de 1% de la valeur prescrite par le
système 7.2. Si l’écart est supérieur, la modiﬁcation de θ˙ n’est pas eﬀectuée et un message
d’alerte s’aﬃche si la constante de Carter s’écarte de sa valeur initiale d’une quantité
supérieure à 10−5.
On préfère procéder ainsi, plutôt que de déterminer θ˙ directement à partir de 7.26, aﬁn
d’éviter le recours à des racines carrées et donc à une indétermination de signe, comme on
l’a déjà signalé plus haut.
À ce stade, les valeurs de t˙, θ˙ et ϕ˙ sont directement dictées par les constantes du
mouvement E, Q et L. Il ne reste donc que la coordonnée r˙ sur laquelle on puisse jouer
aﬁn d’imposer la conservation de la norme au carré du 4-vecteur tangent à la géodésique.
Si l’on considère une géodésique de genre lumière, cette norme au carré s’écrit :
gtt t˙
2 + grr r˙
2 + gθθ θ˙
2 + gϕϕ ϕ˙
2 + 2 gtϕ t˙ ϕ˙ = 0. (7.27)
De cette dernière équation, on tire la valeur modiﬁée de r˙, en vériﬁant de la même
façon que pour θ˙ que cette valeur modiﬁée ne s’écarte pas trop de la valeur prescrite par
le système 7.2.
Difficultés liées aux coordonnées de Boyer-Lindquist
L’utilisation de coordonnées de type sphérique entraîne un comportement pathologique
sur l’axe θ = 0 [π]. Les équations du mouvement (7.2), une fois explicitées complètement,
font apparaître des termes en cotanθ qui divergent sur cet axe.
5. Ce qui équivaut à fournir la masse de la particule.
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De façon à éviter ces comportements divergents, on multiplie le pas proposé à l’intégra-
teur adaptatif par un coeﬃcient 1,1 aﬁn de dépasser les abords de l’axe lorsque les termes
faisant apparaître des facteurs cotanθ dans l’équation des géodésiques deviennent supé-
rieurs à une certaine limite. Cette limite dépend de la position : on la prendra plus petite
aux abords de l’horizon, car les géodésiques qui croisent l’axe dans cette région vont faire
perdre beaucoup de temps de calcul, le pas adaptatif diminuant violemment pour tenter
de pallier les eﬀets pathologiques des coordonnées.
Ce comportement pathologique sur l’axe constitue la deuxième principale diﬃcultés de
l’utilisation des coordonnées de Boyer-Lindquist, avec le comportement divergent près de
l’horizon des événements.
7.2 Transfert radiatif
GYOTO permet également d’intégrer l’équation de transfert radiatif à l’intérieur des
objets astrophysiques calculés. Cette section rappelle l’équation du transfert radiatif rela-
tiviste, et présente son implémentation dans le code.
On va décrire le rayonnement au moyen de l’intensité spéciﬁque Iν dont l’unité dans
le système SI s’exprime en Jm−2 s−1 ster−1Hz−1. Considérons un observateur pour lequel
la fréquence du rayonnement mesuré est ν. Lorsqu’un photon se propage d’un certain
élément de longueur propre (pour l’observateur) ds dans l’objet astrophysique, il est af-
fecté par l’absorption et l’émission du milieu traversé. Ces processus sont décrits par deux
coeﬃcients 6 :
– le coeﬃcient d’absorption αν , dont l’unité SI est le m−1 et qui est relié à l’intensité
spéciﬁque selon :
dIν = −αν Iν ds, (7.28)
– et le coeﬃcient d’émission jν , dont l’unité SI est le Jm−3 s−1 ster−1Hz−1 et qui est
relié à la variation d’intensité spéciﬁque selon :
dIν = jν ds. (7.29)
Mihalas & Mihalas (1984) montrent que l’équation du transfert radiatif relativiste
s’écrit :
dI
dλ
= E − AI (7.30)
où λ est un paramètre aﬃne le long de la géodésique lumière considérée 7, et où on a
introduit l’intensité spéciﬁque invariante, le coeﬃcient d’émission invariant et le coeﬃcient
d’absorption invariant :
6. On n’utilise pas de coefficient de diffusion, les phénomènes de diffusion étant inclus dans les phéno-
mènes d’absorption (si de l’énergie est soustraite au faisceau) ou d’émission (si de l’énergie est ajoutée)
7. Attention, λ n’est pas une longueur d’onde ! On ne parlera d’ailleurs ici que de fréquence, et jamais
de longueur d’onde, pour éviter toute ambiguïté.
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I = Iν
ν3
, E = jν
ν2
, A = ν αν . (7.31)
Toutes ces quantités sont invariantes au sens où elles ne dépendent pas du référentiel
dans lequel elles sont évaluées.
Vériﬁons que cette équation redonne la forme standard de l’équation de transfert radiatif
lorsqu’elle est exprimée dans le référentiel d’un observateur comobile avec le référentiel du
ﬂuide émettant le rayonnement. L’équation invariante 7.30 devient :
dIνem
dλ
= νem [jνem − ανem Iνem ] (7.32)
où νem est la fréquence mesurée par l’observateur comobile avec le ﬂuide émetteur, et où
l’on a utilisé le fait que la fréquence mesurée par cet observateur ne varie pas le long de la
géodésique (soit : dνem/dλ = 0).
Par ailleurs, un raisonnement exactement analogue à celui illustré sur la Fig. 7.5 permet
d’obtenir, en notant dsem l’élément de longueur propre mesurée par l’observateur corres-
pondant au déplacement de dλ du photon le long de sa géodésique :
dλ νem = dsem. (7.33)
On obtient alors l’équation bien connue du transfert radiatif, exprimée dans le référentiel
de l’observateur comobile :
dIνem
dsem
= jνem − ανem Iνem . (7.34)
C’est cette équation qui est implémentée dans GYOTO. Sa solution s’obtient aisé-
ment 8 :
Iν(s) = Iν(s0) exp
(
−
∫ s
s0
αν(s
′)ds′
)
+
∫ s
s0
exp
(
−
∫ s
s′
αν(s
′′)ds′′
)
jν(s
′)ds′ (7.35)
où s0 est la valeur initiale de la coordonnée s, c’est-à-dire sa valeur à la sortie 9 de la
géodésique de l’objet astrophysique, si l’on suppose que l’objet n’est traversé qu’une seule
fois par la géodésique 10. Comme l’émission à l’extérieur de l’objet est supposée nulle, la
valeur correspondante Iν(s0) de l’intensité spéciﬁque est nulle.
On a donc :
8. Afin d’alléger les équations, on abandonne le suffixe “em” pour les différentes quantités mesurées par
l’observateur comobile.
9. On rappelle que l’intégration est effectuée en remontant le temps, on appelle ici point de sortie de
l’objet le point ayant la plus petite valeur du temps coordonnée parmi les points d’intégration situées dans
l’objet.
10. Ce qui n’est pas forcément le cas, on peut imaginer que l’absorption est suffisamment faible pour
qu’une géodésique très courbée décrive plusieurs passages à travers l’objet avant de rejoindre l’observateur.
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Figure 7.6 – Intégration à l’intérieur de l’objet. λ est un paramètre aﬃne. La géodésique
se trouve à l’intérieur de l’objet astrophysique pour λ0 ≤ λ ≤ λN . Sur cette ﬁgure, l’inté-
gration est supposée s’arrêter lorsque la géodésique quitte l’objet (en remontant le temps,
c’est-à-dire à l’extrémité gauche sur cette ﬁgure).
Iν(s) =
∫ s
s0
exp
(
−
∫ s
s′
αν(s
′′)ds′′
)
jν(s
′)ds′. (7.36)
En un point donné à l’intérieur de l’objet, l’incrément d’intensité spéciﬁque pour un
incrément de distance δs (qui se déduit de l’incrément de paramètre aﬃne au pas considéré
au moyen de l’Eq. 7.33) s’écrit donc :
δIν = exp (−αν δs) jν δs. (7.37)
L’intensité spéciﬁque émise s’obtient en sommant ces incréments sur les diﬀérents pas
d’intégration à l’intérieur de l’objet (voir la Fig. 7.6).
Il ne reste donc plus qu’à fournir les valeurs des coeﬃcients d’absorption et d’émission
en tout point à l’intérieur de l’objet astrophysique.
7.3 Calcul de spectres
Il est possible de calculer avec GYOTO les spectres d’émission d’objets astrophysiques.
Ce calcul peut se faire pour des objets optiquement épais ou optiquement minces.
7.3.1 Spectre d’objets optiquement épais
On considère un disque mince d’accrétion, en supposant que les orbites des particules qui
le composent sont képleriennes. On s’intéresse à modéliser le spectre d’une raie d’émission
de fréquence propre νraie. En suivant Fanton et al. (1997), on considère que l’intensité
spéciﬁque émise par le disque à un rayon r s’écrit :
Iνem ∝ δ(νem − νraie) ǫ(r) (7.38)
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où δ représente la distribution de Dirac et où ǫ(r) suit une loi de puissance décrite par un
paramètre p selon :
ǫ(r) ∝ r−p. (7.39)
L’intégration des géodésiques par GYOTO va permettre de déterminer pour chaque
pixel de l’écran de l’observateur, c’est-à-dire pour chaque direction d’incidence sur le ciel,
l’intensité spéciﬁque observée, qui est reliée à l’intensité émise selon :
Iνobs = g
3 Iνem (7.40)
où :
g =
νobs
νem
. (7.41)
L’Eq. 7.40 résulte immédiatement de l’expression de l’invariant d’intensité introduit
plus haut, I = Iν/ν3.
Le ﬂux observé Fν est relié à l’intensité spéciﬁque selon :
dFν = Iν cosθ dΩ (7.42)
où Ω désigne l’angle solide sous lequel est vu l’élément émetteur, et θ représente l’angle
séparant la normale à la surface collectrice et la direction d’incidence du photon (Rybicki
& Lightman 1979).
Chaque pixel de l’écran GYOTO correspondant à un petit angle solide autour d’une
direction donnée sur le ciel, on peut écrire :
Fνobs =
∑
pixels
Iνobs,pixel cos(θpixel) δΩpixel (7.43)
où Iνobs,pixel est l’intensité spéciﬁque calculée pour le pixel considéré, θpixel est l’angle entre la
normale à l’écran et la direction d’incidence correspondant au pixel considéré et δΩpixel est
l’élément d’angle solide couvert par un pixel, que l’on déﬁnit comme l’angle solide couvert
par l’écran divisé par le nombre de pixels :
δΩpixel =
2 π (1− cosf)
Npixels
, (7.44)
où f désigne l’angle entre la normale à l’écran et la direction d’incidence la plus rasante
observée. Cet angle est immédiatement relié au champ de vue F par : f = F/2 (voir la
Fig. 7.1).
La détermination du ﬂux observé pour une bande de fréquences ne nécessite de réa-
liser qu’une image du disque d’accrétion, en stockant les valeurs du rayon d’impact et
du facteur de décalage vers le rouge g pour chaque pixel de l’écran. Muni de ces ré-
sultats, on peut se donner une bande de fréquences observées νiobs, et déterminer pour
chaque pixel la fréquence émise associée νiem,pixel = ν
i
obs/gpixel, puis l’intensité spéciﬁque
7.3. CALCUL DE SPECTRES 117
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
νobs / νem
Raie d’un disque mince
Fl
ux
Figure 7.7 – Raie d’émission d’un disque mince d’accrétion vu à 45◦ d’inclinaison autour
d’un trou noir de Schwarzschild de masse M . Le rayon interne du disque vaut r = 6M et
le rayon externe r = 10M . Le paramètre de la loi de puissance d’émission est p = −3. On
ne tient compte ici que de la contribution de l’image de premier ordre. On peut comparer
ce résultat avec la Fig. 3 de Wu et al. (2006).
Iνobs,pixel = g
3
pixel r
−p
impact,pixel δ(ν
i
em,pixel − νraie). Le ﬂux observé à la fréquence νiobs étant ﬁna-
lement la somme sur les pixels des Iνobs,pixel.
La Fig. 7.7 représente un tel spectre calculé pour un disque d’accrétion vu à 45◦ d’in-
clinaison autour un trou noir de Schwarzschild de masse M , le disque ayant pour rayon
interne r = 6M et pour rayon externe r = 10M , le paramètre p valant −3.
7.3.2 Spectre d’objets optiquement minces
Le calcul du spectre émis par un objet optiquement mince est plus complexe que celui
d’un objet optiquement épais puisqu’il va falloir réaliser les calculs au fur et à mesure de
l’intégration de la géodésique à travers l’objet, et non plus en post-traitement.
L’implémentation réalisée dans GYOTO est la suivante.
Pour chaque pas d’intégration à l’intérieur de l’objet, on calcule le facteur de décalage
vers le rouge g = 1/(−p · uem), où p est la 4-impulsion du photon et uem est la 4-vitesse
de l’émetteur. Le facteur 1 au numérateur vient du fait que, comme on l’a expliqué à la
ﬁn de la section 7.1.2, l’intégration de GYOTO est eﬀectuée avec une fréquence observée
égale à 1.
Pour chaque valeur de fréquence observée νobs voulue par l’utilisateur, on calcule la
fréquence émise correspondante selon : νem = νobs/g.
On peut alors utiliser l’expression de l’incrément d’intensité spéciﬁque émise δIνem
(Eq. 7.37), en utilisant pour le calcul la valeur en unité SI de νem calculée précédem-
ment. Le fait que l’intégration des géodésiques soit réalisée avec une fréquence observée
conventionnelle égale à 1 n’impacte donc en rien les calculs spectraux.
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L’incrément d’intensité spéciﬁque observée pour chaque valeur de la fréquence observée
choisie par l’utilisateur s’écrit alors :
δIνobs = g
3 δIνem . (7.45)
On peut ainsi calculer un cube de cartes d’intensité spéciﬁque correspondant aux diﬀé-
rentes valeurs de fréquences observées choisies par l’utilisateur. Le ﬂux observé pour chaque
fréquence se déduit immédiatement par sommation des cartes, selon la formule 7.43.
On trouvera au chapitre 9 des illustrations de ce qui précède.
7.4 Objets astrophysiques implémentés
Cette section présente les objets astrophysiques déjà implémentés dans GYOTO. Elle
ne vise qu’à donner un aperçu des potentialités du code, et ne recense aucun résultat
astrophysique exploitable. L’utilisation de GYOTO à des ﬁns astrophysiques sera étudiée
dans les chapitres 9 et 10.
7.4.1 Étoile en orbite
GYOTO peut calculer l’orbite d’une étoile plongée dans la métrique de Kerr. L’étoile
est modélisée de façon extrêmement simple. Seule la trajectoire de son centre est calculé,
et un rayon lui est attribué. Au cours de l’intégration des photons, on détermine si l’étoile
est ou non atteinte en comparant la distance du photon au centre de l’étoile à la valeur du
rayon.
Aucune physique interne n’est donc prise en compte, ni aucun eﬀet de marée sur l’étoile.
La prise en compte de la déformation de l’étoile par eﬀet de marée, pouvant éventuellement
aller jusqu’à son déchirement complet, serait un développement intéressant du code qui
pourra être traité dans l’avenir.
On a déjà présenté Fig. 1.6 l’image d’une étoile en orbite sur l’ISCO d’un trou noir de
Kerr de spin a = 0,9.
7.4.2 Disque mince
Un autre objet simple à implémenter est le disque mince d’accrétion, dans le cadre du
modèle de Page & Thorne (1974). L’expression du ﬂux émis par un tel disque est donnée de
façon plus compacte par Marck (1996) qui calcule également des images de ces structures.
On pourra se reporter à cet article pour y comparer les résultats obtenus avec GYOTO.
En supposant une émission isotrope, l’intensité spéciﬁque est proportionnelle au ﬂux,
si bien que l’intensité spéciﬁque émise en un point du disque vériﬁe (Marck 1996) :
Iν ∝ 1
(ρ2 − 3) ρ5
(
ρ−
√
6
√
3
2
log
(
(3− 2
√
2)
ρ+
√
3
ρ+
√
3
))
(7.46)
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Figure 7.8 – Image d’un disque mince d’accrétion autour d’un trou noir de Schwarzschild
calculé en coordonnées de Boyer-Lindquist (gauche) ou de Kerr-Schild (droite).
Figure 7.9 – Image d’un disque mince d’accrétion autour d’un trou noir de Schwarzschild
calculé en coordonnées de de Kerr-Schild par Marck (1996).
où ρ =
√
r/M , M étant la masse du trou noir.
La Fig. 7.8 représente des images de disques minces d’accrétion autour d’un trou noir
de Schwarzschild, calculé l’un en coordonnées de Boyer-Lindquist, l’autre en coordonnées
de Kerr-Schild. On pourra comparer ces résultats à la Fig. 7.9 issue de Marck (1996).
7.4.3 Disque avec instabilité de Rossby
L’instabilité de Rossby peut se déclencher dans des disques minces lorsque le proﬁl de
densité présente un extremum en une certaine valeur du rayon rRWI. Des ondes de densité
vont être émises à partir de l’extremum de densité en s’en éloignant, des vortex apparaissant
à proximité de r = rRWI. On pourra se reporter à Meheut et al. (2010) pour plus de détails.
Un disque mince présentant ce type d’instabilité a été implémenté dans GYOTO, dans
le cadre d’une collaboration avec Héloïse Méheut (APC, Paris). Le proﬁl de densité est
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Figure 7.10 – Image d’un disque mince soumis à une instabilité de Rossby. Cette ﬁgure
peut être comparée à celles obtenues par Falanga et al. (2007).
calculé en utilisant le code VAC de Tóth (1996), l’intensité spéciﬁque émise est calculée en
utilisant l’expression fournie par Falanga et al. (2007).
La Fig. 7.10 représente l’image d’un disque aﬀecté d’une telle instabilité.
L’exploitation astrophysique de ces résultats sera menée dans un futur proche, comme
on l’indique dans la Conclusion.
7.4.4 Tore d’accrétion (polish doughnut)
GYOTO dispose également d’une structure d’accrétion torique, géométriquement épaisse
et optiquement mince, dérivée d’une structure d’accrétion nommée polish doughnut et ap-
pelée tore ionisé. Cette structure a été implémentée dans le cadre d’une collaboration avec
Odele Straub et Marek Abramowicz (CAMK, Varsovie ; Université de Göteborg). Elle sera
présentée en détail, ainsi que ces possibles applications astrophysiques, dans le chapitre 9.
On se contente ici de montrer Fig. 7.11 la géométrie de cette structure d’accrétion.
Pour cette ﬁgure, l’équation du transfert radiatif est intégrée, avec un coeﬃcient d’émission
constant et aucune absorption. Le calcul du facteur de décalage vers le rouge au niveau du
point d’impact permet de calculer l’eﬀet de beaming 11 qui aﬀecte l’objet.
L’existence de tores d’accrétion dans les noyaux actifs de galaxies est rendue probable
par le fait que, du fait de leur intense taux d’accrétion (proche de la limite d’Eddington),
l’hypothèse du disque mince pour les parties les plus internes du disque n’est plus admis-
sible. Cette partie interne du disque devient donc géométriquement épaisse, ressemblant
alors à un tore, comme le remarque Fuerst & Wu (2007).
11. On rappelle que le beaming est l’effet d’atténuation ou d’augmentation de l’intensité lumineuse due
à la concentration du rayonnement dans la direction de déplacement de la source du fait de l’aberration
de la lumière (voir par exemple le chapitre 9.5 de Semay & Silvestre-Brac 2005)
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Figure 7.11 – Image d’un tore ionisé autour d’un trou noir de Kerr de spin 0,5, avec trans-
fert radiatif trivial (coeﬃcient d’émission constant, aucune absorption). On peut comparer
ce résultat avec les simulations de la Fig. 5 de Fuerst & Wu (2007), représentant des tores
d’accrétion.
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Chapitre 8
Calcul d’orbite dans des métriques
numériques
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8.1 Le formalisme 3+1
8.1.1 Le formalisme et son application à GYOTO
Le formalisme 3+1 de la relativité générale est basé sur un feuilletage de l’espacetemps
quadridimensionnel en hypersurfaces tridimensionnelles de genre espace (c’est-à-dire que
tout vecteur appartenant à ces hypersurfaces est de genre espace). Ces hypersurfaces sont
paramétrées par un paramètre t (voir Fig. 8.1).
Intuitivement, cette approche revient à concevoir la résolution des équations d’Einstein
de la façon suivante. On se donne des conditions initiales sur une “tranche” Σt d’espacetemps
tridimensionnelle correspondant à l’ensemble des événements ayant la “date” t. On va
ensuite faire évoluer dans le “temps” t ces sections tridimensionnelles de façon à construire
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Figure 8.1 – Feuilletage de l’espacetemps M par une famille d’hypersurfaces Σt.
Source : Gourgoulhon (2007).
l’espacetemps quadridimensionnel. Cependant il faut garder à l’esprit que ce “temps” n’a
rien d’absolu, il résulte du choix du feuilletage de l’espacetemps quadridimensionnel, qui
est arbitraire.
Cette vision évolutive de l’espacetemps n’est cohérente que si l’on suppose qu’une ligne
d’univers causale (c’est-à-dire qui puisse être suivie par une particule massive ou un photon)
et sans point d’arrêt (c’est-à-dire, par exemple, que cette ligne d’univers ne termine pas
son évolution dans la singularité centrale d’un trou noir) intersecte exactement une fois
chaque Σt au cours de son évolution dans le “temps” t. Un espacetemps satisfaisant cette
propriété est appelé globalement hyperbolique. On se placera toujours dans ce cadre.
L’intérêt de ce formalisme est d’abord mathématique : il permet de rendre la résolution
des équations d’Einstein équivalente à la résolution d’un problème de Cauchy, c’est-à-dire
d’un jeu d’équations diﬀérentielles avec valeurs initiales fournies sur une hypersurface Σt0 .
Ce sont donc des mathématiciens qui sont à l’origine de son développement : Georges
Darmois dans les années 1920, André Lichnerowicz dans les années 1930-1940 et Yvonne
Choquet-Bruhat dans les années 1950 (Darmois 1927; Lichnerowicz 1939; Choquet-Bruhat
1952). C’est d’ailleurs Choquet-Bruhat (1952) qui montre que le problème de Cauchy
équivalent à la décomposition 3+1 des équations d’Einstein a localement une solution
unique.
L’essor de la relativité numérique à partir des années 1970 s’est appuyé sur cette formu-
lation des équations d’Einstein. L’intérêt de développer une implémentation du formalisme
3+1 dans GYOTO est de pouvoir utiliser les métriques calculées par la communauté de la
relativité numérique. Tous les calculs de métriques numériques eﬀectués à l’heure actuelle
étant réalisés dans ce formalisme, il est nécessaire d’implémenter la vision 3+1 au sein de
GYOTO si l’on veut s’intéresser à des métriques diﬀérentes de celle de Kerr.
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Cet objectif rend GYOTO unique au sein des codes de calcul d’orbites existant à
l’heure actuelle (voir l’introduction de la présente partie) : c’est le seul code qui est capable
d’intégrer des géodésiques dans des métriques diﬀérentes de Kerr. 1
Pour une présentation exhaustive du formalisme 3+1, on pourra se reporter à Gour-
goulhon (2007).
8.1.2 Aperçu des fondements théoriques
Le lecteur non familier avec le formalisme de la géométrie diﬀérentielle utilisé ici (et dans
la suite de cette partie) pourra se reporter à Gourgoulhon (2010c) pour une introduction.
Cette section ne vise qu’à donner un rapide aperçu du formalisme 3+1 qui sera utilisé
dans la section 8.2 pour dériver l’équation des géodésiques. Il n’est pas question ici d’être
exhaustif, ni même complètement rigoureux.
L’objectif des paragraphes qui suivent est de déﬁnir les outils mathématiques qui vont
permettre de décrire la géométrie des hypersurfaces Σt. On va s’intéresser à la fois à la géo-
métrie intrinsèque des Σt (c’est-à-dire en considérant ces hypersurfaces comme des variétés
autonomes de l’espacetemps ambiant M) et à leur géométrie extrinsèque (c’est-à-dire la
façon dont ces hypersurfaces sont “courbées” au sein de M).
Dans les sections qui suivent, les indices grecs (µ, ν, α, β) varient entre 0 et 3 et sont
donc relatifs à l’espacetemps quadridimensionnelM. Les indices latins (i, j, k) varient entre
1 et 3 et sont relatifs aux hypersurfaces Σt.
Géométrie intrinsèque
Une hypersurface Σt peut être considérée soit comme une variété de dimension trois,
autonome de la variété d’espacetempsM, soit comme une sous-variété deM. Plus généra-
lement, on peut faire correspondre à chaque tenseur de Σt (considérée comme une variété
de dimension trois autonome) un tenseur de M (en considérant cette fois Σt comme une
sous-variété), et inversement. En particulier, on peut associer à la 4-métrique g de M la
3-métrique γ de Σt. On l’appelle métrique induite par g sur Σt. Les produits scalaires de
vecteurs de Σt calculés au moyen de γ coïncident bien entendu avec ceux calculés par g.
La 3-variété Σt étant dotée de sa 3-métrique γ, on peut déﬁnir son opérateur de déri-
vée covariante D, exactement de la même manière qu’on déﬁnit la dérivée covariante ∇
compatible avec la 4-métrique g. Le tenseur de Riemann qui dérive de la 3-connexion D
est appelée tenseur de courbure intrinsèque de Σt.
Les quantités introduites jusqu’ici ne décrivent que la courbure intrinsèque à Σt. On
ne s’est pas encore soucié de la géométrie de la 3-variété Σt plongée dans la 4-variété M.
C’est l’objet de la section qui suit.
1. Signalons cependant le récent article de Psaltis & Johannsen (2010) dans lequel des géodésiques sont
intégrées en métrique de Kerr perturbée. Cependant, la métrique reste analytique.
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Géométrie extrinsèque
La famille d’hypersurfaces Σt étant donnée, on veut décrire leur géométrie au sein de
l’espace ambiant quadridimensionnel. Le paramètre t peut être envisagé comme un champ
scalaire dont les Σt sont les lignes de niveau. Une hypersurface Σt0 est ainsi le lieu des
points tels que la valeur du champ scalaire t soit égale à t0.
Le quadrivecteur gradient du champ scalaire, ∇t, est par construction orthogonal aux
hypersurfaces Σt. On peut donc introduire le vecteur unitaire n normal aux hypersurfaces
Σt :
n =
∇t√−∇t ·∇t (8.1)
le signe - sous la racine étant dû au fait que le vecteur gradient, orthogonal à une hyper-
surface de genre espace, est de genre temps : ∇t ·∇t < 0.
La courbure extrinsèque de Σt, c’est-à-dire sa courbure “au sein deM”, peut être déﬁnie
en examinant la variation de direction du vecteur normal n lorsqu’il évolue à la surface
de Σt. Plus précisément, on peut déﬁnir l’opérateur de Weingarten χ qui associe à chaque
vecteur v de Σt la dérivée covariante du vecteur n le long de v :
χ : TP (Σt) → TP (Σt)
v 7→ ∇v n (8.2)
où TP (Σt) désigne l’espace vectoriel tangent à Σt en un point P de Σt. On peut mon-
trer (Gourgoulhon 2007) que cette application est bien déﬁnie, c’est-à-dire que l’ensemble
d’arrivée est bien TP (Σt).
On peut alors déﬁnir le tenseur de courbure extrinsèque K selon :
K : TP (Σt)× TP (Σt) → R
(u,v) 7→ −u · χ (v) (8.3)
On peut démontrer que cet opérateur est symétrique.
Aﬁn de décrire la géométrie des hypersurfaces Σt, on a donc introduit la métrique induite
γ, l’opérateur de dérivation covariante associé à cette métrique D (courbure intrinsèque),
le vecteur unitaire normal n et le tenseur de courbure extrinsèque K.
Deux quantités restent encore à introduire : le lapse et le shift.
Lapse et shift
Le lapse est immédiatement accessible. C’est le champ scalaire N tel que :
n = −N∇t. (8.4)
D’après l’Eq. 8.1, on a immédiatement : N =
√−∇t ·∇t. Le terme de lapse vient du
fait que l’intervalle de temps propre dτ mesuré par un observateur (dit eulérien) dont la
4-vitesse serait n lors de son passage de Σt à Σt+dt vaut :
8.1. LE FORMALISME 3+1 127
Figure 8.2 – Déﬁnition du vecteur shift β en fonction du lapse N , du vecteur normal
unitaire n et du vecteur de base associé à la coordonnée t, ∂t : ∂t = N n+β. Source : Gour-
goulhon (2007).
dτ = N dt. (8.5)
Le lapse mesure donc le rapport entre l’intervalle de temps propre de l’observateur
eulérien et l’intervalle de temps coordonnée.
Introduisons alors un système de coordonnées adaptées au feuilletage en prenant t
comme coordonnée temporelle. On note ∂t le vecteur de base naturelle associé à cette
coordonnée. Ce vecteur est de genre temps, mais n’a aucune raison a priori d’être orthogonal
à Σt, c’est-à-dire colinéaire au vecteur normal n. Autrement dit, les lignes de coordonnées
xi = cst ne sont, en général, pas orthogonales aux hypersurfaces Σt.
C’est cet écart à la colinéarité de ∂t et de n qui permet de déﬁnir le vecteur shift, β
(voir la Fig. 8.2) :
∂t = N n+ β. (8.6)
Opérateur de projection
Le dernier objet mathématique qui nous sera très utile pour la dérivation de l’équation
des géodésiques est l’opérateur de projection sur une hypersurface Σt.
γ∗ : TP (M) → TP (Σt)
v 7→ v + (n · v)n (8.7)
Comme son nom le laisse entendre, son action sur le vecteur normal n donne le vecteur
nul.
Ses composantes s’expriment selon :
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γαβ = δ
α
β + n
α nβ . (8.8)
Nous disposons désormais de tous les objets mathématiques nécessaires pour dériver
l’équation des géodésiques.
8.2 Équation des géodésiques en formalisme 3+1
8.2.1 Intérêt d’une équation des géodésiques en 3+1
Munis d’une métrique exprimée dans le formalisme 3+1, on peut toujours utiliser l’équa-
tion standard quadridimensionnelle des géodésiques :
x¨α + 4Γαµν x˙
µ x˙ν = 0 (8.9)
où l’indice supérieur 4 rappelle que l’on utilise ici les 4-Christoﬀels associés à la 4-métrique
g.
En eﬀet, on peut exprimer la 4-métrique en fonction des quantités 3+1 selon (voir par
exemple Gourgoulhon 2007) :
gµνdx
µdxν = −N2 dt2 + γij
(
dxi + βi dt
) (
dxj + βj dt
)
. (8.10)
En dérivant ces quantités, on peut donc calculer les 4-Christoﬀels et intégrer directement
l’Eq. 8.9.
Cependant, aﬁn d’éviter ces manipulations depuis les quantités tridimensionnelles vers
les quantités quadridimensionnelles, il serait utile de disposer d’une équation équivalente
à (8.9) mais faisant uniquement appel à des quantités 3+1.
De plus, si l’on considère des métriques non stationnaires, telle que des métriques d’ef-
fondrement gravitationnel, il ne sera plus aussi simple de faire appel à l’équation qua-
dridimensionnelle (8.9). Cet aspect particulier de l’équation des géodésiques en 3+1 sera
présenté en détail dans le chapitre 12.
8.2.2 Dérivation
On considère le point O d’intersection de la géodésique de genre temps d’un observateur
eulérien et de la géodésique de genre temps (resp. lumière) d’un autre observateur (resp.
d’un photon). Soit A le point distant de dλ de O sur la géodésique de l’observateur non-
eulérien (resp. du photon), où λ désigne le temps propre (resp. le paramètre de la géodésique
lumière). Soit B l’événement simultané pour l’observateur eulérien. Soit enﬁn w = BA/dτ
où τ désigne le temps propre de l’observateur eulérien (voir la Fig. 8.3). Un raisonnement
analogue à celui mené pour obtenir l’Eq. 7.23 permet d’obtenir :
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Figure 8.3 – En bleu, la géodésique de genre temps suivie par l’observateur eulérien de
4-vitesse n. En rouge la géodésique suivie soit par un autre observateur de 4-vitesse p, soit
par un photon de 4-vecteur tangent k.
p = Γ (n+w) observateur, (8.11)
k = n+w photon
où Γ = −n · p = dτ/dλ, et où on a imposé n · k = −1, ce dernier choix étant permis par
le fait que le vecteur de genre lumière k n’est déﬁni qu’à un facteur multiplicatif près.
L’équation des géodésiques a été jusqu’ici toujours exprimée dans un système de co-
ordonnées particulier, comme dans l’Eq. 8.9. Son expression covariante s’écrit, pour un
vecteur tangent de genre temps associé au temps propre :
∇pp = 0, (8.12)
et pour un vecteur de genre lumière :
∇kk = κk, (8.13)
où κ est un champ scalaire qui n’est nul que dans le cas d’un paramétrage aﬃne de la
géodésique, c’est-à-dire tel que tout reparamétrage λ′ = a λ+b, avec a et b deux constantes,
laisse l’équation des géodésiques invariante.
Déterminer l’équation des géodésiques en formalisme 3+1, c’est projeter les Eqs. 8.12
et 8.13 sur les hypersurfaces Σt, et orthogonalement à ces hypersurfaces, c’est-à-dire le long
du vecteur normal n.
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Les calculs qui suivent ne font que résumer les étapes principales de la dérivation. On
pourra se reporter à l’Annexe pour les détails calculatoires.
Équation des géodésiques de genre temps
On commence par projeter l’Eq. 8.12 le long du vecteur normal n. En notant n la forme
linéaire associée à n par dualité métrique, on obtient :
< ∇uu,n > = 0 (8.14)
⇔ Γ2 (−wiDilnN + wiwjKij)− dΓdτ = 0
où la deuxième ligne fait abondamment appel aux relations établies dans l’Annexe.
Cette dernière équation est scalaire, elle permet d’exprimer la quantité dΓ/dτ en fonc-
tion de quantités 3+1 (wi, Di, Kij).
Projetons l’Eq. 8.12 sur l’hypersurface Σt au moyen de l’opérateur de projection intro-
duit Eq. 8.7 :
(γ∗∇uu)α = 0 (8.15)
⇔ Γ2 (DilnN − 2wjKij + 1N Lmwi + wjDjwi)+ dΓdτ wi = 0
où l’opérateur L désigne la dérivée de Lie et où l’on a introduit le vecteur m = N n.
En utilisant l’équation scalaire 8.14 pour exprimer le terme dΓ/dτ de l’Eq. 8.15 on
obtient :
DilnN − 2wjKij +
1
N
Lmwi + wjDjwi +
(
wjwkKjk − wjDjlnN
)
wi = 0. (8.16)
Cette équation est vectorielle, elle constitue l’équation des géodésiques de genre temps.
On va démontrer dans la section suivante que l’équation des géodésiques de genre lumière
s’exprime de la même façon.
Équation des géodésiques de genre lumière
Projetons désormais l’Eq. 8.13 le long du vecteur n :
< ∇ll,n > = κ < l,n > (8.17)
⇔ wiDilnN − wiwjKij = κ.
Cette équation scalaire va permettre d’exprimer κ en fonction des quantités 3+1.
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La projection sur l’hypersurface Σt s’écrit :
(γ∗∇ll)α = κ (γ∗l)α (8.18)
⇔ DilnN − 2wjKij + 1N Lmwi + wjDjwi =
(
wjDjlnN − wjwkKjk
)
wi
où l’Eq. 8.17 a été utilisée pour exprimer le champ scalaire κ. Cette dernière équation est
scalaire et constitue l’équation des géodésiques de genre lumière.
On constate immédiatement l’équivalence des Eqs. 8.16 et 8.18. La section suivante va
établir l’équation générale des géodésiques (de genre temps ou lumière) sous la forme d’un
système d’équations diﬀérentielles en la variable t portant sur les variables d’espace xi.
Équation des géodésiques comme système d’équations différentielles
Les relations établies dans l’Annexe permettent de transformer les Eqs 8.16 et 8.18 en :
dxi
dt
= Nwi − βi, (8.19)
dwi
dt
= N
[
wi
(
wj∂j lnN −Kjkwjwk
)
+ 2Ki jw
j − Γijkwjwk
]
−γij∂jN − wj∂jβi
où l’on a utilisé les coordonnées spatiales xi.
Ce sont les équations des géodésiques exprimées dans le formalisme 3+1 : toutes les
quantités utilisées ici sont déﬁnies dans les hypersurfaces Σt. En particulier le symbole de
Christoﬀel Γijk est associé à la 3-métrique γ.
La section suivante va montrer un premier exemple d’utilisation de cette équation. On
trouvera dans le chapitre 12 une application plus poussée à la visualisation d’espacetemps
dynamiques.
8.3 Un objet GYOTO en formalisme 3+1 : l’étoile rela-
tiviste en rotation
Cette section a pour but de montrer un premier exemple de calcul d’orbites réalisé dans
une métrique calculée numériquement en formalisme 3+1, faisant appel à l’Eq. 8.19. On
va également fournir une vériﬁcation de cette équation en comparant le résultat qu’elle
fournit avec celui d’une intégration quadridimensionnelle.
8.3.1 Étoile relativiste en rotation
On considère la métrique d’une étoile relativiste en rotation, telle que décrite par Gour-
goulhon (2010a).
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On utilise un système de coordonnées (t, r, θ, ϕ) adaptées au feuilletage par les hyper-
surfaces Σt. On suppose l’espacetemps axisymétrique (∂ϕgµν = 0), stationnaire (∂tgµν = 0)
et circulaire (voir Gourgoulhon 2010a, Eq. 2.19 et 2.20, pour une déﬁnition).
La vitesse de rotation de l’étoile Ω = dϕ/dt est prise égale à 700 Hz. L’équation d’état
de la matière stellaire est supposée polytropique :
p = κnγ (8.20)
où p est la pression, n est la densité numérique, κ est le coeﬃcient de pression et γ est
l’indice adiabatique.
On choisit les valeurs suivantes pour ces constantes : κ = 0,04, γ = 2.
Munis de ce modèle simple, on peut résoudre les équations d’Einstein en utilisant la
bibliothèque numérique LORENE 2 développée par le groupe de relativité numérique du
LUTH.
8.3.2 Équation des géodésiques pour un espacetemps axisymé-
trique stationnaire
La métrique ainsi que les diﬀérentes quantités 3+1 introduites ci-dessus étant calculées
par LORENE, il ne reste plus qu’à exprimer l’équation des géodésiques dans l’hypothèse
axisymétrique et stationnaire aﬁn de pouvoir calculer des images d’objets astrophysiques.
Dans le cas stationnaire axisymétrique, Gourgoulhon (2010a) montre que le lapse et les
composantes du shift ne dépendent que de r et de θ :
N = N(r, θ), (8.21)
βi = βi(r, θ).
On peut encore simpliﬁer l’expression du shift en montrant qu’il s’exprime en fonction
du champ scalaire ω = −gtϕ/gϕϕ selon :
β = (0, 0,−ω). (8.22)
Le tenseur de courbure extrinsèque K est lui aussi grandement simpliﬁé par rapport au
cas général. Ces composantes non nulles sont seulement Krϕ et Kθϕ.
Il ne reste plus qu’à calculer les symboles de Christoﬀel (relatifs à la 3-métrique) pour
obtenir l’expression de l’équation des géodésiques pour un espacetemps axisymétrique et
stationnaire :
2. Disponible à l’adresse http ://www.lorene.obspm.fr
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r¨ = F r˙ −N γrrN,r + 2N γrr (ϕ˙− ω)Krϕ − Cr, (8.23)
θ¨ = F θ˙ −N γθθN,θ + 2N γθθ (ϕ˙− ω)Kθϕ − Cθ,
ϕ¨ = F (ϕ˙− ω) + 2
(
r˙ ω,r + θ˙ ω,θ
)
+ 2N γϕϕ
(
r˙Krϕ + θ˙Kθϕ
)
− Cϕ,
où X˙ désigne la dérivée par rapport au temps coordonnée t de la quantité X, et où l’on a
introduit :
F = 2
N
(
N,r r˙ +N,θ θ˙ − r˙ (ϕ˙− ω)Krϕ − θ˙ (ϕ˙− ω)Kθϕ
)
, (8.24)
Cr = r˙2 Γrrr + 2 r˙ θ˙ Γrrθ + θ˙2 Γrθθ + (ϕ˙− ω)2 Γrϕϕ,
Cθ = r˙2 Γθrr + 2 r˙ θ˙ Γθrθ + θ˙2 Γθθθ + (ϕ˙− ω)2 Γθϕϕ,
Cϕ = 2 r˙ (ϕ˙− ω) Γϕrϕ + 2 θ˙ (ϕ˙− ω) Γϕθϕ.
8.3.3 Application à la métrique d’une étoile relativiste en rotation
La Fig. 8.4 représente la trajectoire d’un photon intégré dans la métrique d’une étoile
relativiste telle que déﬁnie dans la section 8.3.1. On a calculé cette géodésique de deux
façon diﬀérentes : en utilisant l’équation des géodésiques en formalisme 3+1 dérivée plus
haut (Eq. 8.23), et en utilisant l’équation des géodésiques 4D standard (Eq. 8.9). Cette
dernière équation peut être utilisée étant donné qu’il est possible d’exprimer les symboles
de Christoﬀel quadridimensionnels qui y apparaissent au moyen des quantités 3+1 grâce à
la relation 8.10 reliant la métrique 4D aux quantités 3+1.
On constate sur la Fig. 8.4 que les deux calculs donnent exactement le même résultat,
ce qui est une illustration de la validité de l’équation des géodésiques en 3+1.
La Fig. 8.5 représente la trajectoire d’une particule massive en orbite autour de l’étoile
relativiste, là aussi calculée par les deux manières évoquées plus haut. On constate là aussi
le parfait accord des deux calculs.
Des exemples d’intérêt astrophysique de l’utilisation des capacités de GYOTO à intégrer
des géodésiques dans des métriques numériques seront proposés dans la partie V.
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Figure 8.4 – Trajectoire d’un photon intégrée dans la métrique d’une étoile relativiste en
rotation calculée par le code LORENE/nrotstar. Le calcul est mené en utilisant l’équation
des géodésiques quadridimensionnelle standard (en trait plein rouge) ou l’équation des
géodésiques en formalisme 3+1 (tirets bleus). La position de l’observateur est marquée par
un carré noir.
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Figure 8.5 – Trajectoire d’une particule massive intégrée dans la métrique d’une étoile
relativiste en rotation calculée par le code LORENE/nrotstar. Le calcul est mené en uti-
lisant l’équation des géodésiques quadridimensionnelle standard (en trait plein rouge) ou
l’équation des géodésiques en formalisme 3+1 (tirets bleus).
Quatrième partie
Simulations d’observations pour
contraindre l’objet compact au centre
de la Galaxie
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Introduction
Cette partie vise à exploiter le développement du code de calcul de trajectoires de par-
ticules GYOTO dans le but d’étudier des phénomènes physiques en champ gravitationnel
fort au centre de la Galaxie.
Le chapitre 9 s’intéresse à une structure d’accrétion particulière susceptible d’entourer
le trou noir supermassif Sgr A* : le tore ionisé. Cet objet dérive de la classe des polish
doughnuts, structure d’accrétion qui a été développée à la ﬁn des années 70 et dont les
caractéristiques physiques sont connues de façon analytique, en fonction d’un nombre rela-
tivement restreint de paramètres. Le tore ionisé est constitué d’une population d’électrons
et d’ions qui émettent du rayonnement synchrotron, Bremsstrahlung, et Compton inverse.
Il sera donc nécessaire d’utiliser ici la capacité de GYOTO de tenir compte du transfert
radiatif lors de l’intégration des rayons lumineux à travers le tore, optiquement mince. On
se propose lors de cette étude de déterminer si le tore ionisé est une structure d’accrétion
permettant d’expliquer les caractéristiques observées du spectre de Sgr A*, en considérant
uniquement l’émission synchrotron, responsable du pic sub-millimétrique comme on l’a vu
dans la section 3.3. Il n’est pas question ici de contraindre de façon quantitative les para-
mètres du modèle en fonction du spectre observé de Sgr A*, mais seulement de déterminer
si le tore ionisé est un candidat digne ou non de considération pour rendre compte de
l’aspect observationnel de l’émission des abords du trou noir central.
Le chapitre 10 va développer une analyse des sursauts de rayonnement qui aﬀectent le
centre galactique, et dont il a déjà été question plusieurs fois dans ce manuscrit (voir la
section 4.2.1). Cette étude va permettre d’utiliser de nombreux résultats obtenus dans les
parties II et III puisqu’on se propose d’aboutir à des simulations d’observations réalisées
par l’instrument GRAVITY de phénomènes de sursauts dans le cadre du modèle dit du
point chaud, pour lequel les bouﬀées de rayonnement observées sont dues à de la matière
chauﬀée en orbite très resserrée autour du trou noir. Après avoir passé en revue les diﬀérents
modèles proposés pour expliquer les sursauts de rayonnement de Sgr A*, on se propose
de simuler la courbe de lumière et la trajectoire du centroïde 3 d’un point chaud en orbite
autour de Sgr A*. Ces simulations serviront à leur tour de données initiales pour le code
de simulation d’observations de GRAVITY présenté dans la partie II. On aboutira donc à
une simulation très réaliste d’une observation par GRAVITY d’un phénomène de sursaut
dans le cadre du modèle du point chaud. L’objectif de ces simulations est d’apporter une
3. C’est-à-dire du barycentre des positions pondérées par leur luminosité.
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réponse plus précise à la question que l’on s’était déjà posée dans la section 6.2 : GRAVITY
sera-t-il capable de mettre en évidence le mouvement d’un tel point chaud ?
Chapitre 9
Simulations d’observation d’un tore
d’accrétion autour de Sgr A*
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9.1 Le modèle du polish doughnut
9.1.1 Motivations physiques
La physique des structures d’accrétion fait appel à de multiples ingrédients décrits
par des temps caractéristiques d’évolution spéciﬁques. Très schématiquement, il s’agit de
décrire l’évolution d’une assemblée de particules en orbite autour d’un objet compact, qui
vont voir leur moment cinétique diminuer peu à peu sous l’eﬀet des forces de friction, ce
qui se traduit par un mouvement spiralant vers le centre. Les forces visqueuses agissant
sur les particules vont les chauﬀer, et le disque pourra se refroidir principalement par deux
processus : soit par rayonnement (comme pour les disques minces d’accrétion, Shakura &
Sunyaev 1973), soit par advection (c’est-à-dire, transport par le ﬂux de matière) de cette
chaleur jusqu’au trou noir si l’émission de rayonnement est peu eﬃcace (c’est le cas pour
les structures dites ADAF, advection dominated accretion flow, Narayan & Yi 1994).
On peut décrire de façon très générale une structure d’accrétion en introduisant trois
temps caractéristiques :
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- le temps dynamique tdyn : il décrit le temps d’évolution des forces de pression qui
permettent d’équilibrer le disque,
- le temps thermique tther : il décrit le temps d’évolution de l’entropie qui varie en fonc-
tion de la chaleur produite par les forces visqueuses ou prélevée par le rayonnement
émis,
- le temps visqueux tvisc : il décrit le temps d’évolution du moment cinétique sous l’eﬀet
des forces visqueuses.
Les modèles analytiques de structures d’accrétion se basent sur une hiérarchie de ces
temps d’évolution. Ainsi le modèle du disque mince (Shakura & Sunyaev 1973) suppose :
tdyn ≪ tther ≪ tvisc. (9.1)
Cette hiérarchie, tout comme l’existence même de ces échelles de temps séparées, n’est
pas à l’heure actuelle établie de façon ferme. C’est une hypothèse que beaucoup de modèles
analytiques utilisent.
C’est également dans ce cadre que se place le modèle du polish doughnut. Comme le
présente Abramowicz (2009), le moment cinétique par unité de masse et l’entropie L(r, θ)
et S(r, θ) sont alors constants sur une durée de l’ordre du temps dynamique tdyn. Plutôt que
de calculer ces grandeurs physiques en faisant nécessairement des hypothèses peu vériﬁables
sur la physique sous-jacente 1, il est plus simple et aussi justiﬁé de choisir de façon ad hoc
ces grandeurs elles-mêmes (Abramowicz et al. 1978).
Les motivations à la base du développement du polish doughnut sont donc essentielle-
ment de parvenir à une description la plus simple possible d’une structure d’accrétion, qui
soit décrite par des paramètres physiques dont l’interprétation soit claire.
Le moment cinétique et l’entropie sont donc choisis de la façon la plus simple possible :
L(r, θ) = L0 = cst, (9.2)
S(r, θ) = S0 = cst.
Cette hypothèse sur le moment cinétique et l’entropie est à la base de la théorie des
polish doughnuts : elle permet d’exprimer analytiquement toutes les quantités physiques
utiles à la description de la structure d’accrétion, comme on va le voir dans la section
suivante.
Cependant, les expressions proposées dans les Eqs. 9.2 ne sont que les plus simples que
l’on puisse avancer, et certains auteurs ont imaginé des modèles plus évolués (Qian et al.
2009).
1. L’exemple le plus fameux de ce genre d’hypothèse est la description de la viscosité dans les disques
minces d’accrétion par le paramètre α (Shakura & Sunyaev 1973).
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9.1.2 Le polish doughnut : développements théoriques
En plus du choix de la constance du moment cinétique (Eq. 9.2), on va supposer que
l’espacetemps est stationnaire et axisymétrique, et que les particules constituant la struc-
ture d’accrétion forment un ﬂuide parfait et suivent des orbites circulaires. En utilisant le
système de coordonnées de Boyer-Lindquist (t, r, θ, ϕ), ceci se traduit par :
T µν = (ρ+ p) u
µ uν + p δ
µ
ν , u = (u
t, ur = 0, uθ = 0, uϕ) (9.3)
où T µν est le tenseur énergie-impulsion du ﬂuide, u est sa 4-vitesse, δ
µ
ν est le symbole de
Kronecker, p est la pression du ﬂuide et ρ sa densité d’énergie.
On a déjà établi (voir Eq. 1.15) l’existence des constantes du mouvement géodésique 2 :
E = −ut, (9.4)
L = uϕ
où l’on a supposé que la masse de la particule vaut 1 (ce qui permet de confondre la
4-impulsion p et la 4-vitesse u).
On va redéﬁnir ces constantes du mouvement en introduisant :
W = −ln (ut) , (9.5)
L = −uϕ
ut
.
La quantité L correspond au moment cinétique 3 introduit dans l’Eq. 9.2. On peut
démontrer (Abramowicz 2009) que cette quantité L est également une constante de type
Bernoulli le long des lignes de courant du ﬂuide. Il n’en reste par moins que l’hypothèse de
l’Eq. 9.2 reste très forte : on suppose L constant, quelque soit la ligne de courant considérée.
On utilise usuellement une quantité adimensionnée dérivée de L :
Λ =
L − LK,ms
LK,mb − LK,ms (9.6)
où LK,ms désigne la valeur képlerienne du moment cinétique au rayon de l’ISCO (marginally
stable orbit en anglais) et LK,mb désigne la valeur képlerienne du moment cinétique au
rayon de l’orbite marginalement liée (marginally bound orbit en anglais). On trouvera la
2. On précise bien ici que l’on parle du mouvement géodésique, et non pas du mouvement des particules
de la structure d’accrétion qui ne sont pas soumises uniquement à la gravitation
3. Il faut toutefois prendre garde au fait que, d’après l’expression 9.5, le “moment cinétique” L utilisé
ici ne correspond pas au moment cinétique L introduit dans l’Eq. 1.15, mais au rapport L/E, où E est
l’énergie introduite également dans l’Eq. 1.15.
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déﬁnition et l’expression de cette orbite marginalement liée dans Bardeen et al. (1972). La
Fig. 3 de Abramowicz & Fragile (2011) illustre le fait que :
0 ≤ Λ ≤ 1. (9.7)
La quantité W sera dorénavant appelée potentiel du polish doughnut, car on peut mon-
trer (Abramowicz 2009) qu’elle joue un rôle analogue au potentiel gravitationnel newtonien
dans l’expression des équations du mouvement d’une particule.
En utilisant la normalisation de la 4-vitesse du ﬂuide, on arrive aisément à l’expression
suivante pour le potentiel 4 :
W = 1
2
ln
(
−gtt + 2Ω gtϕ + Ω
2 gϕϕ
(gtt + Ω gtϕ)
2
)
(9.8)
où on a introduit la vitesse angulaire du ﬂuide Ω = uϕ/ut.
L’équation de conservation ∇µT µν = 0 entraîne alors (Abramowicz 2009) :
∇νp
p+ ρ
= ∇νW (9.9)
où on a utilisé le fait que le moment cinétique L est constant pour simpliﬁer l’expression
de Abramowicz (2009).
Les surfaces isobares coïncident donc avec les surfaces équipotentielles du modèle. La
Fig. 9.1 représente en coupe les surfaces équipotentielles d’un polish doughnut. On remarque
qu’il existe un point critique rcrit pour lequel la surface équipotentielle s’intersecte elle-
même. Toutes les surfaces contenues à l’intérieur de cette surface critique ne sont pas
connectées au trou noir : la matière ne peut donc pas y tomber. On peut donc déﬁnir la
surface équipotentielle critique comme la surface physique du polish doughnut. Un autre
point intéressant apparaissant sur la Fig. 9.1 est le point central, rcentral, qui correspond
à la surface équipotentielle limite la plus interne. Le potentiel et la pression augmente
continûment depuis le point critique jusqu’au point central. Le dernier point intéressant
est celui correspondant à la plus grande valeur du rayon sur la surface physique du polish
doughnut, rmax.
On remarque également sur la Fig. 9.1, et ceci peut être démontré par le calcul (Abra-
mowicz 2009), que les surfaces équipotentielles sont de forme conique près de l’axe de
rotation, et de forme sphérique loin de l’axe. La forme conique des surfaces équipoten-
tielles le long de l’axe permet de collimater des jets à des luminosités très élevées (et même
super-Eddington, voir la discussion dans Abramowicz 2009).
On peut à ce stade introduire le paramètre adimensionné w suivant :
w =
W −Wsurf
Wcentral −Wsurf . (9.10)
4. La différence de signe par rapport aux expressions équivalentes fournies dans la littérature (Abra-
mowicz 2009; Qian et al. 2009) provient du choix de la signature (+,-,-,-) effectué par les théoriciens des
polish doughnuts.
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Figure 9.1 – Surfaces équipotentielles d’un polish doughnut. Les points critique, cen-
tral et de rayon maximal sont indiqués, ainsi que la surface physique en pointillés bleus.
Source : Abramowicz et al. (1978).
où Wsurf et Wcentral désignent la valeur du potentiel à la surface du doughnut et au point
central respectivement.
On déduit de ce qui précède que l’intérieur du polish doughnut est déﬁni par :
0 ≤ w ≤ 1 (9.11)
avec w = 0 sur la surface et w = 1 au point central.
Pour ﬁnir, on précise que la luminosité totale émise par un polish doughnut est de
l’ordre, ou légèrement supérieure à la luminosité d’Eddington (Abramowicz 2009) :
Ltot
LEdd
≈ 1,15 log
(
rmax
rcentral
)
. (9.12)
Le modèle du polish doughnut n’est donc pas applicable tel quel pour modéliser des
sources très peu lumineuses (c’est-à-dire pour lesquelles L ≪ LEdd), telle quel la source
coïncidant avec Sgr A* au centre de la Galaxie.
Cependant, une structure dérivée du polish doughnut a été développée, le tore io-
nisé (Rees et al. 1982), qui est adaptée pour ce genre de source, comme on peut le voir
sur la Fig. 9.2, représentant les diﬀérentes structures d’accrétion évoquées jusqu’ici dans le
plan (m˙, τ) où m˙ est le taux d’accrétion et τ la profondeur optique.
On rappelle que la profondeur optique d’un milieu est déﬁnie par :
dτ = α ds (9.13)
où α est le coeﬃcient d’absorption du milieu déjà introduit dans la section 7.2, et où ds est
un élément de longueur. La profondeur optique est donc une quantité sans dimension, qui
permet de déﬁnir de façon claire un milieu “optiquement mince” et un milieu “optiquement
épais”. Un milieu sera ainsi dit optiquement mince si τ < 1 lorsqu’on intègre l’Eq. 9.13 à
travers le milieu traversé : le rayonnement y est donc peu absorbé et peut se propager sur
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Figure 9.2 – Structures d’accrétion dans le plan formé du taux d’accrétion par rapport
au taux d’Eddington et de la profondeur optique τ pour un rayon maximal rmax = 20M .
Les lignes tiretées diagonales correspondent à des valeurs constantes du rapport H/r de
la hauteur au rayon de l’objet. Le slim disk, qui n’a pas été présenté jusqu’ici, est une
structure d’accrétion proche du modèle standard de Shakura & Sunyaev (1973), mais qui
permet des taux d’accrétion plus élevés (voir Sa¸dowski 2009). Source : Abramowicz et al.
(2010).
une grande distance à l’intérieur du milieu. Si τ > 1, le milieu est dit optiquement épais :
le rayonnement est très absorbé et ne pénètre que très peu dans le milieu.
On constate sur la Fig. 9.2 que le polish doughnut est une structure optiquement épaisse
et à fort taux d’accrétion, alors que le tore ionisé (ion torus sur la ﬁgure) est optiquement
mince et à faible taux d’accrétion.
Deux diﬀérences principales séparent le tore ionisé du polish doughnut standard :
- l’existence d’un champ magnétique, le tore étant maintenu par l’addition de la pres-
sion du gaz et de la pression magnétique,
- la coexistence d’une population d’électrons et d’une population d’ions (d’où le nom
ce cette nouvelle structure), caractérisées par des températures diﬀérentes.
Le tore ionisé possède des propriétés voisines de celles des polish doughnuts et de celles
des ADAF (Narayan & Yi 1994). Il est de ce fait naturel que les processus radiatifs à
l’oeuvre au sein des tores d’accrétion soient proches de ce que l’on connaît pour les ADAF.
La présentation de ces processus est l’objet de la section suivante.
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9.1.3 Processus radiatifs au sein du tore ionisé
Dans cette section, on va utiliser explicitement la vitesse de la lumière, c, et la constante
de gravitation, G, qui ne sont plus supposées être égales à 1. On utilise, dans cette section
uniquement, le système cgs (centimètre-gramme-secondes).
Les résultats qui suivent ont été obtenus en collaboration avec Odele Straub (CAMK,
Varsovie) et Marek Abramowicz (Université de Göteborg).
Dérivation des expressions des grandeurs physiques au sein du tore ionisé
On considère un tore d’accrétion constitué d’un gaz d’électrons et d’ions caractérisés par
deux températures Te et Ti. Cette structure est maintenue en équilibre grâce à la pression
du gaz pgaz et à la pression magnétique pmagn. La pression totale est donc :
p = pgaz + pmagn (9.14)
où la pression magnétique est reliée au champ magnétique de norme B selon :
pmagn =
B2
8 π
. (9.15)
On introduit le paramètre β = pmagn/p caractérisant l’importance des forces de pression
magnétique. On a donc :
pgaz = (1− β) p. (9.16)
L’équation de conservation (9.9) s’écrit :
∇νp
p+ ρ c2
= ∇νW (9.17)
La quantité ρ utilisée dans l’équation précédente représente une densité massique, ex-
primée en g cm−3.
On va considérer un gaz polytropique caractérisé par l’équation d’état :
p = κ (ρ c2)1+1/n (9.18)
où n est l’indice polytropique.
L’Eq. 9.17 devient alors :
A ρ1/n
B ρ1+1/n + c2 ρdρ = dW (9.19)
où on a introduit les constantes A = κ (1 + 1
n
) c2+2/n et B = A/(1 + 1/n).
En intégrant entre la surface du tore ionisé et une certaine position à l’intérieur du tore
on obtient :
A
B n ln
(
1 +
B
c2
ρ1/n
)
=W −Wsurf (9.20)
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En écrivant cette même équation au centre du tore, on obtient ﬁnalement l’expression
de la densité ρ en fonction de la densité centrale ρc et du potentiel adimensionné w :
ρ c2 =
[(
1 + κ (ρc c
2)1/n
)w − 1]n
κn
. (9.21)
On va alors tenter d’exprimer les températures des électrons et des ions en fonction de
la pression totale p.
En utilisant la loi des gaz parfaits, on peut écrire (voir par exemple Narayan & Yi
1995) :
pgaz =
ρ k Te
µemu
+
ρ k Ti
µimu
(9.22)
où k désigne la constante de Boltzmann, mu désigne l’unité de masse atomique, µi et µe
désignent les poids moléculaires moyens des ions et des électrons, qui s’expriment selon :
µi =
4
1 + 3X
, µe =
2
1 +X
(9.23)
X étant la fraction massique en hydrogène, que l’on peut typiquement prendre égale à 1
(tous les ions étant des protons) ou à 0,75 (les ions étant formés de 75% de protons et
25% de noyaux d’hélium).
On peut réécrire l’équation des gaz parfaits selon :
pgazmu
ρ k
=
Te
µe
+
Ti
µi
. (9.24)
On va alors chercher à écrire séparément les températures Te et Ti sous la forme :
Te = f(w)µe
pgazmu
ρ k
, (9.25)
Ti = g(w)µi
pgazmu
ρ k
où f(w) et g(w) sont des fonctions à déterminer dépendant linéairement du paramètre w
introduit dans l’Eq. 9.10.
Pour cela, on va faire l’hypothèse supplémentaire que, au centre du tore ionisé (w = 1),
les températures sont dans un rapport ﬁxé : ξ Ti = Te, et qu’à la surface (w = 0) les
températures sont égales.
Pour que l’Eq. 9.24 soit satisfaite, on doit avoir : f(w) + g(w) = 1. Par ailleurs, les
conditions Te = Ti en w = 0 et Te = ξ Ti en w = 1 permettent de ﬁxer :
f(0) =
µi
µe + µi
≡M, (9.26)
f(1) =
µi ξ
µe + µi ξ
≡Mξ.
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On en déduit aisément f(w), puis g(w) = 1− f(w), et on obtient ﬁnalement :
Te = (M (1− w) + wMξ) µe (1− β) pmu
ρ k
, (9.27)
Ti =
(
µe
µi
M+ w (M−Mξ)
)
µi (1− β) pmu
ρ k
.
Par ailleurs, la condition Te = ξ Ti en w = 1, utilisée de paire avec l’équation d’état
polytropique p = κ (ρ c2)1+1/n donne :
κ =
k Te,C
(1− β) ρ1/nC mu µeMξ c2+2/n
(9.28)
où Te,C et ρC désignent la température des électrons et la densité au centre du tore ionisé.
La pression totale s’exprime alors en fonction de la densité centrale et du potentiel
adimensionné w au moyen de l’équation polytropique p = κ (ρ c2)1+1/n, en utilisant l’ex-
pression 9.21 de la densité ρ.
Dans ce manuscrit, on ne va s’intéresser qu’à modéliser l’émission synchrotron du tore
ionisé, qui, comme on l’a vu dans la section 3.3, est responsable du pic d’émission sub-
millimétrique de Sgr A*. Les équations établies dans la présente section vont nous permettre
d’exprimer le coeﬃcient d’émission associé à ce processus radiatif.
Les paramètres du modèle, qui joueront sur l’allure du spectre obtenu, sont : la valeur de
la densité centrale ρC , la température centrale des électrons Te,C , le paramètre β = pmagn/p,
le paramètre ξ = Te,C/Ti,C , la fraction massique en hydrogène X, l’indice polytropique n,
la valeur du moment cinétique adimensionné Λ (voir Eqs. 9.5 et 9.6), ainsi que l’inclinaison
θi et le spin a du trou noir.
Aﬁn de restreindre la variété des paramètres envisageables, on ﬁxe :
X = 1, (9.29)
n = 3/2,
Λ = 0,3,
Par ailleurs, la température centrale des électrons est ﬁxée au dixième de la température
du Viriel des protons au centre du tore 5 :
Te,C = 0,1 Tvir, Tvir =
2
3
GM mp
k rc
(9.30)
5. La température du Viriel est obtenue en écrivant, dans l’hypothèse de l’équipartition de l’énergie,
que l’énergie thermique d’un proton est égale à son énergie gravitationnelle : 3
2
k Tvir =
GM mp
rc
avec les
notations de l’Eq. 9.30.
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où M est la masse du trou noir central, mp la masse du proton et rc la valeur de la coor-
donnée radiale au centre du tore. Pour un tore ionisé de moment cinétique adimensionné
Λ = 0,3 autour d’un trou noir de paramètre de spin 0,5, on obtient Te,C = 1,3 1012 K.
Seuls restent donc les paramètres : ρC , β, ξ, θi et a.
Émission synchrotron
En suivant Narayan & Yi (1995) dans leur dérivation des processus d’émission dans un
ADAF, on va utiliser les résultats de Mahadevan et al. (1996) pour déterminer l’émission
synchrotron.
En introduisant la température adimensionnée des électrons θe = k Te/me c2 et la den-
sité numérique des électrons ne = ρ/µemu (en cm−3), le coeﬃcient d’émission s’écrit :
jSynchν =
1
4 π
e2√
3 c
4 π ne ν
K2(1/θe)
M(xM ) (9.31)
exprime´ en [erg cm−3 s−1 ster−1Hz−1]
où K2 est une fonction de Bessel modiﬁée et xM = 2 ν/3 ν0 θ2e avec ν0 = eB/2 πme c.
Le préfacteur 1/4 π suppose l’émission isotrope dans le référentiel de l’émetteur et permet
d’obtenir une quantité en ster−1.
Mahadevan et al. (1996) donnent l’expression de la fonction M(xM ) en fonction de la
température des électrons dans leur Eq. 33 et leur Tab. 1. Il convient de remarquer que
cette expression n’est valide que dans la limite d’électrons très relativistes (typiquement,
Te > 5 10
8 K). Cette hypothèse a été vériﬁée au cours des calculs.
Absorption
La loi de Kirchhoﬀ permet d’exprimer le coeﬃcient d’absorption αν en fonction du
coeﬃcient d’émission jν et de la loi de Planck Bν(T ) :
αν =
jν
Bν(T )
. (9.32)
Pour les valeurs des paramètres du tore ionisé que l’on utilisera dans la suite et les
températures rencontrées, ce rapport sera toujours négligeable, aussi n’est-il pas nécessaire
de tenir compte de l’absorption.
Ainsi, la donnée de la relation 9.31 va permettre à GYOTO d’intégrer les géodésiques
des photons émis par le tore ionisé en tenant compte du transfert radiatif intervenant à
l’intérieur de l’objet, selon le schéma décrit dans la section 7.2.
La section suivante va présenter quelques résultats de ces simulations GYOTO.
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9.2 Simulations d’observation
9.2.1 Modélisation de l’image d’un tore ionisé
On dispose désormais de tout ce qui est nécessaire pour calculer grâce à GYOTO une
image d’un tore ionisé émettant en synchrotron.
On ﬁxe la densité centrale des électrons à une valeur couramment obtenue par les
modèles d’accrétion autour de Sgr A* (Yuan et al. 2003; Liu et al. 2004; Mościbrodzka
et al. 2009; Dodds-Eden et al. 2010) : ne ≈ 106 − 107 cm−3. On va donc utiliser une valeur
de la densité centrale correspondante : ρC = 10−17 g cm−3.
On ﬁxe le facteur de pression magnétique à β = 0,1 et le rapport de la température
centrale des électrons et des protons à ξ = 0,1.
La Fig 9.3 montre la dépendance de l’image observée par un observateur terrestre en
fonction du spin du trou noir. On y distingue une zone centrale d’intensité nulle corres-
pondant à la silhouette du trou noir. La taille angulaire de cette région étant fonction du
spin, ce genre de simulation permettrait d’obtenir une contrainte sur le paramètre de spin
de l’objet central s’il était possible de mesurer la taille de cette silhouette observationnel-
lement. Ce genre d’observation ayant déjà été réalisé par Doeleman et al. (2008), on a là
une voie prometteuse d’accès au paramètre de spin de Sgr A* (voir à ce propos Broderick
et al. 2009a, 2010).
9.2.2 Modélisation du spectre émis par un tore ionisé
On peut également calculer le coeﬃcient d’émission fourni Eq. 9.31 pour calculer, selon
le procédé détaillé dans la section 7.2, le spectre émis par le tore ionisé.
La Fig 9.4 représente le spectre du tore ionisé ayant les mêmes paramètres que ceux
décrits dans la section précédente, l’inclinaison étant ﬁxée à 60˚et le spin étant varié. Si
l’on compare avec le spectre sub-millimétrique observé de Sgr A*, on constate que l’ordre
de grandeur du maximum du ﬂux et la valeur de la fréquence correspondant à ce maximum
sont très correctes (voir par exemple la Fig. 9 de Trap et al. 2011).
On peut conclure de ce résultat que le tore ionisé est un candidat digne de considération
pour rendre compte de la structure d’accrétion entourant Sgr A*. Aﬁn de conﬁrmer ce
premier résultat, et pour arriver à des résultats astrophysiques intéressants pour Sgr A*,
il faudra tenir compte des autres processus radiatifs dont il n’a pas été question ici :
Bremsstrahlung et rayonnement Compton inverse.
Les Figs. 9.4 et 9.5 donnent une première idée du genre de résultats que l’on peut
espérer obtenir en comparant les prédictions du modèle du tore ionisé aux observations. Si
l’eﬀet de l’inclinaison sur l’allure générale du spectre est très limité (Fig 9.5), l’impact du
paramètre de spin est plus marqué (Fig 9.4) et il sera très intéressant de déterminer si une
contrainte sur le spin est envisageable par ce biais.
150 CHAPITRE 9. TORE D’ACCRÉTION AUTOUR DE SGR A*
−60 −40 −20  0  20  40  60
−60
−40
−20
 0
 20
 40
 60
x (µas)
Image du tore, spin 0
y 
(µa
s)
−60 −40 −20  0  20  40  60
−60
−40
−20
 0
 20
 40
 60
x (µas)
Image du tore, spin 0,5
y 
(µa
s)
−60 −40 −20  0  20  40  60
−60
−40
−20
 0
 20
 40
 60
x (µas)
Image du tore, spin 0,9
y 
(µa
s)
Figure 9.3 – Images simulées d’un tore ionisé décrit par les paramètres donnés dans
l’Eq. 9.29, avec ρC = 10−17 g cm−3, β = 0,1, ξ = 0,1, θi = 60˚et le paramètre de spin
valant 0 (en haut à gauche), 0,5 (en haut à droite) ou 0,9 (en bas). La dynamique des
images varie fortement en fonction de la valeur du spin. Le rapport de l’intensité obtenue
au point de beaming maximal à l’intensité obtenue au point de beaming minimal vaut
environ 4 pour le spin nul, 6 pour le spin 0,5, et 20 pour le spin 0,9.
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Figure 9.4 – Eﬀet du spin : spectre émis par un tore ionisé décrit par les paramètres
donnés dans l’Eq. 9.29, avec ρC = 10−17 g cm−3, β = 0,1, ξ = 0,1, θi = 60˚et le paramètre
de spin valant 0 (trait plein noir), 0,5 (tirets bleus) ou 0,9 (pointillés rouges).
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Figure 9.5 – Eﬀet de l’inclinaison : spectre émis par un tore ionisé décrit par les mêmes
paramètres que pour la Fig. 9.4, le paramètre de spin valant 0,5, et l’inclinaison étant égale
à 40˚(tirets bleus), 60˚(trait plein noir) ou 80˚(pointillés rouges).
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Chapitre 10
Simulation d’observation d’un sursaut
de rayonnement aux abords immédiats
du trou noir central
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10.1 Un trou noir qui sursaute
10.1.1 Les sursauts de rayonnement de Sgr A*
On a déjà abordé brièvement dans la section 4.2.1 l’existence de sursauts de rayonne-
ment de la source Sgr A*.
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La première détection d’un sursaut a été réalisée en rayons X par Baganoﬀ et al.
(2001). Dans le domaine du proche infrarouge, la détection a été réalisée deux ans plus tard
par Genzel et al. (2003a). Dès l’année suivante, une nouvelle observation a mis en évidence
une corrélation entre les événements en X et les événements infrarouges (Eckart et al. 2004).
Yusef-Zadeh et al. (2006a) observent le premier sursaut dans le domaine sub-millimétrique
lors d’une campagne multi-longueurs d’onde, et exhibent une corrélation entre des sursauts
infrarouge et sub-millimétrique d’une part, et entre des événements infrarouge et X d’autre
part. Si les observations consécutives ont démontré de façon convaincante la simultanéité
des événements en infrarouge et en X (Dodds-Eden et al. 2009; Trap et al. 2011), il semble
exister un décalage de plus d’une heure entre les sursauts infrarouges et leur contrepartie
sub-millimétrique (Marrone et al. 2008; Eckart et al. 2008; Trap et al. 2011). Des sur-
sauts ont également été mesurés jusqu’au domaine millimétrique, qui laissent penser que
les sursauts à diﬀérentes longueurs d’onde sont observés avec d’autant plus de retard que
la longueur d’onde grandit (Yusef-Zadeh et al. 2006b, 2008).
Signalons quelques chiﬀres intéressants pour les sursauts aux diﬀérentes longueurs
d’onde (voir, pour la plupart de ces chiﬀres, les introductions particulièrement pédago-
giques de Dodds-Eden et al. 2009, 2010) : le ﬂux en radio (millimétrique, sub-millimétrique)
augmente typiquement lors d’un sursaut d’un facteur 1,3 1 ; dans le domaine infrarouge ce
facteur varie de quelques unités à 27, et il peut atteindre jusqu’à 160 en X ; la fréquence
d’observation de ces événements est de 4 par jour environ en infrarouge, et de 1 par jour
en X.
En ce qui concerne les sursauts en proche infrarouge, qui nous intéresseront dans la
suite, de nombreux auteurs ont signalé deux temps caractéristiques de variation : la durée
générale du sursaut, de l’ordre de 1 à 2 h, et une pseudo-période de l’ordre de la vingtaine
de minutes (voir par exemple : Genzel et al. 2003a; Trippe et al. 2007). La densité de ﬂux
typique au maximum d’intensité est de l’ordre de 10 mJy (voir la Table 1 de Dodds-Eden
et al. 2011), ce qui se traduit par une magnitude de mK = 14,75, à comparer avec la densité
de ﬂux de Sgr A* sans sursaut, de l’ordre du mJy. Le sursaut le plus brillant recensé à
l’heure actuelle a atteint mK = 13,5 (Dodds-Eden et al. 2011).
Un consensus assez large s’est établi au vu de ces résultat quant aux procédés radia-
tif à l’œuvre. En particulier, le fort degré de polarisation des sursauts infrarouge (Eckart
et al. 2006) a contribué à aﬀermir le scénario d’un ﬂux infrarouge dû à du rayonnement
synchrotron d’électrons chauﬀés dans les zones internes de la source Sgr A*, le rayonne-
ment X étant dû à une diﬀusion Compton inverse des photons infrarouges par les électrons
les ayant précédemment émis par rayonnement synchrotron. On parle alors de rayonne-
ment synchrotron-self-Compton, SSC. Le rayonnement sub-millimétrique serait, lui, dû au
rayonnement synchrotron d’une population non chauﬀée d’électrons (voir par exemple Liu
et al. 2006; Dodds-Eden et al. 2009).
1. La petitesse de ce rapport peut sembler en contradiction avec la notion de sursaut de rayonnement. On
peut également considérer que l’on a affaire à une émission variable mais sans sursaut. C’est une question
de vocabulaire et de définition. On pourra à ce propos se reporter à la discussion dans Dodds-Eden et al.
(2011).
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10.1.2 Origine des sursauts
Plusieurs modèles coexistent à l’heure actuelle, qui tentent d’expliquer les processus
physiques donnant lieu aux sursauts de rayonnement de la source Sgr A*.
Cette section et la suivante ont pour but de montrer que tous les modèles actuellement
concurrents sont des candidats très sérieux pour expliquer l’origine des sursauts de rayon-
nement de Sgr A*. Il ne saurait être question à l’heure actuelle de privilégier l’une des ces
options au détriment des autres. La suite de ce chapitre ne sera consacrée qu’à l’étude de
l’un de ces modèles (le modèle du “point chaud”), mais il faut garder présent à l’esprit la
grande incertitude qui règne encore aujourd’hui sur la véritable nature de ces sursauts. Il
est en particulier possible que seule une combinaison des diﬀérents modèles permettra de
rendre compte des observations futures.
Le plasmon
Yusef-Zadeh et al. (2006b) proposent de modéliser les sursauts de rayonnement par
l’émission d’une boule de plasma en expansion. Ces auteurs utilisent pour cela le modèle
du plasmon développé par van der Laan (1966) qui décrit l’émission d’une telle structure.
On considère une sphère d’électrons émettant dans une région magnétisée un rayonne-
ment synchrotron. L’émission est supposée initialement optiquement épaisse, et l’accroisse-
ment de la luminosité jusqu’au maximum du sursaut est dû à l’expansion adiabatique de la
sphère d’électrons (conduisant donc à un accroissement de la surface émissive). Le champ
magnétique et la densité d’énergie des électrons variant comme R−4 où R est le rayon de
la sphère (van der Laan 1966), la sphère va devenir optiquement mince à un certain mo-
ment du fait de la diminution de l’intensité du champ magnétique, du refroidissement des
électrons et de la réduction de la densité de colonne au fur et à mesure de l’expansion de
la sphère.
Le ﬂux synchrotron et la profondeur optique ont pour expression en fonction de la
fréquence (Yusef-Zadeh et al. 2006b) :
Fν = F0
(
ν
ν0
)2.5 (
R
R0
)3
1− exp(−τ)
1− exp(−τ0) (10.1)
τ = τ0
(
ν
ν0
)−(p+4)/2 (
R
R0
)−(2 p+3)
où les quantités indicées par un 0 sont prises à l’instant initial et p est l’indice spectral des
électrons, déﬁni de telle sorte que la densité des électrons ayant l’énergie E est proportion-
nelle à E−p (p > 0).
Si l’on fait l’hypothèse simple que R(t) ∝ t, ce modèle permet de calculer l’évolution
temporelle du ﬂux observé pour tout le spectre.
On remarque que la profondeur optique τ(ν) décroît lorsque ν augmente. Le passage
de l’état optiquement épais à l’état optiquement mince est donc d’autant plus tardif que
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la fréquence est basse (le milieu sera même optiquement mince dès le début du phénomène
pour les fréquences les plus élevées). Le pic de la courbe de lumière correspondant à cette
transition, on comprend que ce modèle du plasmon rendra compte du délai observé entre
les sursauts à basse et à haute fréquence. Les simulations de Yusef-Zadeh et al. (2006b)
établissent quantitativement ces résultats.
Jet
Il est probable que, comme beaucoup d’autres noyaux de galaxies, le centre galactique
donne naissance à des jets relativistes collimatés, dont l’origine physique n’est pas encore
clairement établie à l’heure actuelle. Le mécanisme de Blandford-Znajek (Blandford &
Znajek 1977) propose un modèle dans lequel les lignes de champ d’un disque d’accrétion
magnétisé sont entraînées par la rotation du trou noir central et permettent la collimation
du plasma constituant le disque en deux jets diamétralement opposés.
Falcke (1996) et Falcke & Markoﬀ (2000) développent un modèle de jet applicable à
Sgr A*, qui leur permet de rendre compte du spectre de la source, en l’absence de sursaut.
Ce travail est généralisé par Markoﬀ et al. (2001) pour tenir compte de la présence des
sursauts.
On considère un plasma d’électrons et de protons éjecté de façon symétrique de part et
d’autre d’un disque d’accrétion. Markoﬀ et al. (2001) calculent le ﬂux émis dû au rayonne-
ment synchrotron des particules dans le champ magnétique à l’intérieur du jet. Ce modèle
permet donc à la fois de rendre compte de l’état passif et de l’état actif (c’est-à-dire, avec
sursaut) de Sgr A*, pour l’ensemble du spectre.
Instabilité de Rossby
On a déjà présenté rapidement l’instabilité de Rossby dans les disques d’accrétion dans
la section 7.4.3.
L’instabilité de Rossby se développe dans un disque à partir du moment où il existe un
rayon pour lequel la vorticité spéciﬁque moyennée verticalement, Lv = ∇× v/Σ, Σ étant
la densité surfacique, présente un extremum. Dans la pratique, l’extremum de Lv est causé
par un extremum de la densité surfacique du disque. Des ondes de densité vont alors se
déployer de part et d’autre du rayon correspondant à l’extremum de densité, qui coïncide
avec le rayon de corotation rc, c’est-à-dire pour lequel l’onde est en rotation à la même
fréquence que le gaz constituant le disque (voir la Fig. 10.1 issue de Meheut et al. 2010).
Pour r > rc l’onde progresse donc plus vite que le gaz, et inversement pour r < rc. On
obtient ainsi une structure spiralante qui a déjà été illustrée sur la Fig. 7.10.
Tagger & Melia (2006) développent un code magnétohydrodynamique bidimensionnel
permettant de simuler l’évolution d’un disque mince magnétisé soumis à une instabilité
de Rossby. La gravitation est simulée par un potentiel de Paczynski-Wiita (Paczyńsky &
Wiita 1980), potentiel pseudo-newtonien permettant de reproduire certains aspects de la
métrique de Schwarzschild. Ces auteurs appliquent ce modèle à la source Sgr A* en prenant
en compte l’existence des sursauts de rayonnement. Ils supposent qu’une boule de plasma
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Figure 10.1 – Schéma d’une onde de Rossby. Source : Meheut et al. (2010)
va traverser le disque, créant une surdensité initialement localisée à un rayon r = 4 rISCO,
et qui va rapidement évoluer pour former un anneau. Une forte surdensité apparaît donc au
niveau de l’anneau, entraînant le déclenchement de l’instabilité de Rossby. Il s’ensuit une
évolution violente du taux d’accrétion, le surplus de matière formant la surdensité migrant
rapidement vers les zones les plus internes du disque. Les temps caractéristiques associés
à ces phénomènes coïncident avec ceux des sursauts observés.
Falanga et al. (2007) utilisent ces simulations pour calculer les courbes de lumière et
les images observées par un observateur distant en utilisant un code de calcul d’orbites
relativistes. L’émission en rayons X est calculée en supposant qu’elle a pour origine le
rayonnement Compton inverse issu d’une population initiale de photons émis par rayonne-
ment synchrotron. Ce rayonnement synchrotron peut être calculé à partir des simulations
magnétohydrodynamique du disque. Les courbes de lumière obtenues sont en très bon
accord avec les données observées, comme le montre la Fig. 3 de Falanga et al. (2007).
Bruit rouge
Au-delà même de l’absence de consensus sur un modèle rendant compte de la physique
sous-jacente aux sursauts de Sgr A*, certains auteurs mettent en doute le caractère d’évé-
nement particulier associé à ces sursauts. Ainsi Do et al. (2009) proposent d’expliquer les
variations observées sur les courbes de lumière en utilisant le paradigme du “bruit rouge”
développé par Press (1978).
Un bruit rouge possède un spectre de puissance en loi de puissance inverse, d’où son
nom : la puissance est une fonction décroissante de la fréquence, donc plus importante
dans la partie rouge du spectre que dans sa partie bleue. Toute réalisation d’un bruit rouge
entraînera l’apparition de ﬂuctuations autour de la loi de puissance inverse, ce qui peut
générer l’apparition de pseudo-périodes n’ayant rien à voir avec un quelconque processus
physique sous-jacent : il ne s’agit que de ﬂuctuations associées à une distribution statistique
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donnée. Un bruit rouge peut être créé par des ﬂuctuations aléatoires de quantités physiques
associées au disque d’accrétion, telle que la densité ou le taux d’accrétion.
Do et al. (2009) étudient les courbes de lumière associées à un sursaut de rayonnement
de Sgr A* en infrarouge proche, et montrent qu’elle sont parfaitement compatibles avec un
tel bruit rouge.
Bien que des événements quasi-périodiques (QPO, pour quasiperiodic oscillation) aient
été mis en évidence de façon claire dans les binaires X (voir par exemple van der Klis
2000), une telle détection dans les noyaux de galaxies fait débat parmi les auteurs (voir par
exemple Benlloch et al. 2001). Cependant, en ce qui concerne Sgr A*, on peut citer l’étude
de Meyer et al. (2006a) qui utilise un test développé par Vaughan (2005) aﬁn de vériﬁer si
un signal est signiﬁcativement diﬀérent d’un bruit rouge. La Fig. 1 de Meyer et al. (2006a)
montre que le sursaut infrarouge détecté par Genzel et al. (2003a) est diﬀérent d’un bruit
rouge à 4,2 σ.
Pour terminer cette discussion, on pourra consulter Dodds-Eden et al. (2011) à propos
de l’existence de deux états distincts de Sgr A*, l’un passif (sans sursaut) et l’autre actif
(avec sursaut associé ou non à un mécanisme physique propre).
Le point chaud
C’est ce modèle qui va être étudié en détail dans la suite de ce chapitre.
10.2 Le modèle du point chaud
10.2.1 La physique sous-jacente
Une description succincte et claire du modèle du point chaud peut être trouvée dans Trippe
et al. (2007), que l’on reprend ici.
On considère un disque d’accrétion magnétisé, en rotation autour du trou noir central.
Du fait de la rotation diﬀérentielle, les lignes de champ magnétique vont être distordues, jus-
qu’à provoquer des conditions favorables au déclenchement d’une reconnexion magnétique.
L’énergie libérée lors de cet événement permet de chauﬀer violemment les électrons voisins
qui vont émettre en synchrotron, tout en poursuivant leur rotation autour du trou noir.
La rotation diﬀérentielle va déchirer cette population initiale d’électrons qui va évoluer,
à partir d’une conﬁguration initialement sphérique, pour former un arc. C’est l’émission
synchrotron de cet arc, en orbite circulaire proche autour du trou noir central, qui est
responsable de la courbe de lumière infrarouge observée. Une fois le phénomène de recon-
nexion magnétique terminé, l’arc chauﬀé va peu à peu se refroidir par rayonnement. On
aura donc une phase de chauﬀage suivie d’une phase de refroidissement, le tout modulé par
la période de rotation de l’arc autour de l’objet compact central. On voit que ce scénario
rend compte des principales caractéristiques observées des sursauts de rayonnement.
Une des motivations essentielles de ce modèle est donnée par la formule suivante, qui
relie la période orbitale pour une orbite circulaire de rayon r autour d’un trou noir de rayon
gravitationnel rg ≡ GM/c2 et de spin a (Hamaus et al. 2009) :
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Référence Pseudo-période (min) Domaine spectral
Genzel et al. (2003a) 17 IR
Aschenbach et al. (2004) 4 X
Eckart et al. (2006) 20 IR
Meyer et al. (2006b) 15,5 IR
Bélanger et al. (2006) 22 X
Trippe et al. (2007) 15 IR
Hamaus et al. (2009) 45 IR
Dodds-Eden et al. (2009) 20 IR
Dodds-Eden et al. (2010) 40 IR
Table 10.1 – Pseudo-périodes mesurées dans les courbes de lumière des sursauts de Sgr A*,
en infrarouge et en rayons X, pour diﬀérents auteurs.
T =
2 π rg
c
([
r
rg
]3/2
+ a
)
. (10.2)
On déduit immédiatement que la période d’une sphère de gaz en orbite sur l’ISCO d’un
trou noir de spin 0,5 et de masse 4,3 106M⊙ vaut T = 20,5 min. On obtient l’ordre de
grandeur de la pseudo-période mesurée sur les courbes de lumière infrarouges des sursauts
de Sgr A*.
Plusieurs auteurs ont aﬀermi la base théorique de ce modèle. Yuan et al. (2004) montre
comment ils est possible d’ajuster le spectre observé de Sgr A* lors d’un sursaut en considé-
rant un disque radiativement ineﬃcace (RIAF - radiatively inefficient accretion flow, Yuan
et al. 2003) constitué d’une population d’électrons dont une partie possède une distribu-
tion d’énergie n(E) non thermique, c’est-à-dire suivant une loi de puissance n(E) ∝ E−p
où p est un indice spectral, donc non assimilable à une Maxwellienne. L’obtention d’une
distribution non thermique à partir d’une distribution Maxwellienne, sous l’eﬀet de la re-
connexion magnétique, est étudiée par Ding et al. (2010). La formation d’un point chaud
pourrait parfaitement suivre le scénario avancé par ces auteurs.
Signalons pour ﬁnir que des travaux ont également été menés aﬁn de simuler l’aspect
d’un tel point chaud, tel qu’observé par un observateur distant (Broderick & Loeb 2006;
Hamaus et al. 2009). C’est dans la lignée de ces travaux que ce situe la section 10.3 de ce
chapitre.
10.2.2 Des périodes mesurées au spin du trou noir
Ce modèle du point chaud a été utilisé par de nombreux auteurs pour expliquer les
courbes de lumière de Sgr A*. Le Tab. (10.1) recense une liste non exhaustive de ces
auteurs, en précisant pour chaque observation la valeur de la pseudo-période mesurée.
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On constate que, si l’existence d’une pseudo-période est conﬁrmée par de nombreux
auteurs, sa valeur peut varier fortement d’une observation à l’autre : on ne peut donc pas
faire l’hypothèse que le sursaut apparaît toujours à la même orbite (par exemple toujours
sur l’ISCO du trou noir). La Fig. 10.2 représente l’évolution de la période d’une particule
en rotation circulaire dans le plan équatorial du trou noir en fonction du rayon de l’orbite
pour diﬀérente valeur de spin. On conclut de l’encart du haut que des valeurs de spin
inférieures à 0,5 sont exclues par le modèle du point chaud : on ne pourrait pas rendre
compte des valeurs de pseudo-périodes de l’ordre de la vingtaine de minutes. On va donc
considérer dans la suite des valeurs de spin a ≥ 0,5.
Pour rendre compte des valeurs de pseudo-périodes les plus courtes observées (quelques
minutes), il est nécessaire d’avoir un spin très proche de la valeur maximale. Cependant, la
majorité des observations donnant une pseudo-période de l’ordre de la vingtaine de minute,
il convient de ne pas surinterpréter les résultats les plus extrêmes du Tab. (10.1).
Au vu de l’encart du bas de la Fig. 10.2, on conclut qu’aﬁn de rendre compte des
valeurs de pseudo-périodes comprises entre 20 et 40 minutes, qui sont les plus fréquemment
observées, il faut considérer un point chaud en orbite à une distance rcirc vériﬁant (quel
que soit le spin) :
2 rS > rcirc > 3,5 rS. (10.3)
Il faut garder en tête qu’en fonction du spin, à un rayon donné, on se trouve plus ou
moins éloigné de l’ISCO : pour r = 2 rS par exemple, on est en dessous de l’ISCO d’un
trou noir de spin 0,5, et à quatre fois l’ISCO d’un trou noir en rotation maximale.
10.3 Simulations d’un point chaud en orbite autour de
Sgr A*
10.3.1 Modélisation d’un point chaud par GYOTO
Le modèle du point chaud est simulé par GYOTO en suivant les idées développées
par Hamaus et al. (2009).
On considère donc un observateur situé à une distance de r = 100M d’un trou noir de
Kerr de spin donné, pour une inclinaison donnée. On considère une sphère de gaz émettant
de façon isotrope, en orbite circulaire proche autour du trou noir dans son plan équatorial.
Le rayon de la sphère de gaz est supposé valoir 0,25 rS, où rS est le rayon de Schwarzschild
du trou noir. Cette valeur est compatible avec la borne supérieure sur la taille du point
chaud estimée par Gillessen et al. (2006) à r < 0,3 rS.
On peut alors calculer l’image observée de cette sphère de gaz par l’observateur, pour
une série de dates étalées sur quelques périodes de rotation.
La source du rayonnement est modélisée par la superposition d’un arc et d’une sphère
de gaz. L’arc est obtenu en sommant toutes les images de la sphère obtenues sur une période
entière. Aﬁn de rendre compte des processus de chauﬀage par reconnexion magnétique puis
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Figure 10.2 – Évolution de la période en fonction du rayon de l’orbite circulaire considérée
(voir Eq. 10.2), pour diﬀérentes valeurs du paramètre de spin (données en bleu sur la ﬁgure
du haut) comprises entre 0,5 et 1. On a mis en évidence deux valeurs de période : 20 et 40
min (traits horizontaux bleus). En haut, le rayon est exprimé en unité du rayon de l’ISCO,
en bas, en fonction du rayon de Schwarzschild. Les diﬀérentes valeurs de spins sont presque
confondues dans cette dernière représentation, les courbes correspondant à des valeurs de
spin plus élevées sont situées au-dessus de celles correspondant à des spins plus faibles
(les courbes ont été interrompues lorsque la valeur du rayon devient inférieur au rayon de
l’ISCO au spin considéré).
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Figure 10.3 – Image d’un point chaud obtenu en superposant l’image d’une sphère et la
somme des images de cette sphère sur une période, modulées par des gaussiennes tempo-
relle et angulaire (voir texte). Les paramètres utilisés sont ceux donnés dans le Tableau 2
de Hamaus et al. (2009).
de refroidissement, on module la luminosité émise par l’arc et la sphère par une gaussienne
paramétrée par des temps caractéristiques pour la sphère et l’arc, respectivement, σ↑,sph,
σ↓,sph, et σ↑,arc, σ↓,arc, la ﬂèche vers le haut ↑ indiquant un temps caractéristique de chauﬀage
et la ﬂèche vers le bas ↓, un refroidissement. Aﬁn de tenir compte du fait que l’arc est dû au
déchirement de la sphère par la rotation diﬀérentielle, on module en plus la luminosité émise
par l’arc par une gaussienne angulaire piquée à la position de la sphère et caractérisée par
un écart-type σangulaire,arc. La coordonnée angulaire associée à cette gaussienne est déﬁnie
de la façon suivante : elle vaut 0 au niveau de la position de la sphère, et 2 π t−tsph
tper
à une
date t quelconque, tsph étant la date d’émission de l’image primaire de la sphère et tper la
valeur de la période. Enﬁn, étant donné que l’on suppose que la région chauﬀée est localisée
au niveau de la sphère, on utilise un dernier paramètre, le rapport d’intensité ρI , tel que
l’intensité émise par chaque sphère élémentaire constituant l’arc voit son intensité divisée
par un facteur ρI par rapport à l’intensité directement calculée par GYOTO.
La Fig 10.3 représente la superposition de l’arc et de la sphère à une date donnée, pour
un paramètre de spin de 0,52 et une inclinaison de 70˚. On distingue très clairement les
images d’ordre 1 et 2.
10.3.2 Simulations de courbes de lumière et de trajectoires de
centroïde
On souhaite désormais obtenir la courbe de lumière et la trajectoire du point chaud
au cours d’une nuit d’observation. Pour commencer, déﬁnissons plus précisément comment
ces quantités sont calculées par GYOTO.
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Aﬁn de tenir compte de l’analyse de la couleur du sursaut menée par Gillessen et al.
(2006), on aﬀecte à la sphère un indice spectral αsph = 0 et à l’arc un indice spectral
αarc = −3, où on déﬁnit l’indice spectral par :
νem Iνem ∝ ναem (10.4)
où νem est la fréquence émise par la source.
La quantité mesurée par l’observateur est l’intensité :
Iνobs1 , νobs2 =
∫ νobs2
νobs1
Iνobs dνobs. (10.5)
En utilisant l’invariant relativiste Iν/ν3 introduit section 7.2, on obtient alors immé-
diatement la relation suivante :
Iνobs1 , νobs2 ∝ g4−α (10.6)
où g est le paramètre de décalage vers le rouge déﬁni par :
g =
νobs
νem
. (10.7)
GYOTO permet de calculer la quantité g pour chaque géodésique impactant chaque
pixel de l’écran d’observation. On peut donc calculer l’intensité mesurée au niveau de
chaque pixel en multipliant le facteur g4−α par les modulations gaussiennes introduites
dans la section précédente. L’intensité totale observée s’obtient en sommant les intensités
reçues par chaque pixel.
La trajectoire du point chaud s’obtient en calculant à chaque date le barycentre des
positions des pixels éclairés pondérés par leur intensité. Aﬁn d’obtenir des valeurs d’angles
correspondant à ce qui serait observé par un observateur situé sur Terre, on multiplie les
angles calculés par GYOTO (on rappelle que chaque pixel de l’écran correspond à un couple
de coordonnées angulaires sur le ciel, comme le montre la Fig. 7.1) par un facteur d’échelle
fech :
fech =
robs
rS
θS (10.8)
où robs est la valeur de la coordonnée radiale de l’écran GYOTO, rS est le rayon de Schwarz-
schild et θS est la taille angulaire du rayon de Schwarzschild observé par un observateur
sur Terre, soit 10 µas.
La Fig. 10.4 représente la courbe de lumière 2 et la trajectoire du point chaud associée
pour un trou noir de paramètre de spin 0,52, et pour une inclinaison de 70˚. On a choisit
les paramètres du point de chaud selon les valeurs fournies par le Tab. 2 de Hamaus et al.
(2009). L’accord avec la Fig. 13 de Hamaus et al. (2009) est excellent.
2. On remarque une différence entre la durée du sursaut simulé dans la Fig. 11 de Hamaus et al. (2009)
et la durée du sursaut simulé Fig. 10.4 de ce manuscrit. Ceci est dû à la différence de masse de Sgr A*,
3,61 106M⊙ pour Hamaus et al. (2009) et 4,31 106M⊙ ici, ce qui change l’échelle de temps.
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Figure 10.4 – Courbe de lumière et trajectoire d’un point chaud ayant les mêmes para-
mètres que ceux utilisés pour obtenir la Fig. 13 de Hamaus et al. (2009), avec une inclinaison
de 70˚.
10.3.3 Allure de la courbe de lumière et de la trajectoire du cen-
troïde en fonction des paramètres du point chaud
Cette section se propose de donner quelques intuitions sur la manière dont la trajectoire
évolue en fonction des paramètres choisis pour le point chaud. Plus précisément, on veut
déterminer quels sont les paramètres qui permettent d’obtenir une taille caractéristique de
l’orbite plus ou moins grande : il est clair que la taille caractéristique de l’orbite est une
donnée cruciale pour GRAVITY. Si elle est de l’ordre du µas, il n’y aura aucun espoir de
mettre en évidence un quelconque mouvement. Si elle est de l’ordre de la dizaine de µas,
on pourra espérer y parvenir.
Aﬁn de limiter les cas, on ne fera varier que le rapport d’intensité ρI et les diﬀérents
paramètres de la gaussienne temporelle σ↑,sph, σ↓,sph, σ↑,arc, σ↓,arc, qui sont les paramètres
ayant le plus d’impact sur la taille caractéristique de l’orbite. On ne s’intéresse pas ici à
l’impact sur la trajectoire de la valeur du paramètre de spin, de l’inclinaison et du rayon
de l’orbite, ceci ayant déjà été fait en détail par Hamaus et al. (2009).
Pour ﬁxer les idées, considérons un trou noir de paramètre de spin 0,5, vu sous une
inclinaison de 60˚, le rayon de l’orbite du point chaud vériﬁant r/rISCO = 3. Le choix d’une
forte inclinaison va entraîner une orbite resserrée (voir la Fig. 13 de Hamaus et al. 2009),
rendant très diﬃcile l’acquisition de données astrométriques. On souhaite déterminer ici si
les paramètres du point chaud sont en mesure, selon leurs valeurs, d’améliorer la situation
pour une détection astrométrique.
Les Fig. 10.5, 10.6 et 10.7 illustrent la dépendance de la courbe de lumière et de la
trajectoire en fonction des paramètres étudiés. Dans toutes ces ﬁgures, les paramètres dont
la valeur n’est pas précisée est la suivante :
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Figure 10.5 – Impact de ρI : courbe de lumière et trajectoire d’un point chaud dont les
paramètres ont les valeurs données par l’Eq. 10.9 (pointillés), ou en changeant ρI = 40
(tirets) et ρI = 20 (traits pleins).
σangulaire,arc = 2 π (10.9)
ρI = 60
σ↑,sph = 0,5 tper, σ↓,sph = tper
σ↑,arc = 0,5 tper, σ↓,arc = tper.
où tper est la valeur de la période du point chaud.
La Fig. 10.5 montre que la taille caractéristique de l’orbite dépend crucialement de la
valeur de ρI : dans le cas considéré, il faut avoir ρI ? 50 pour obtenir un déplacement de
l’ordre de 10µas. Le maximum de la courbe de lumière varie en fonction de ρI : il augmente
lorsque ρI diminue (puisque l’arc est alors moins atténué). Par contre, les variations de la
courbe de lumière sont peu inﬂuencées par ce paramètre.
Les Fig. 10.6 et 10.7 montrent l’impact du rapport entre les temps caractéristiques de
chauﬀage et de refroidissement de la sphère et de l’arc. Lorsque l’arc évolue plus lentement
que la sphère (Fig. 10.6), la trajectoire du point chaud n’est que peu impactée par rapport
au cas standard où les évolutions sont simultanées, mais par contre les variations de la
courbe de lumière changent radicalement : étant donné que la luminosité de l’arc varie peu
(puisque son temps d’évolution est long), les ﬂuctuations dues à la sphère sont très visibles
et des pics très marqués, dus au phénomène de beaming, apparaissent. L’écart entre les
valeurs minimale et maximale de la courbe de lumière diminue lorsque l’arc évolue moins
rapidement, puisque son intensité évolue peu durant l’existence de la sphère.
Lorsque l’arc évolue rapidement par rapport à la sphère (Fig. 10.7), il existe des périodes
pour lesquelles la sphère domine complètement l’émission globale, ce qui entraîne une taille
caractéristique de l’orbite beaucoup plus grande, dictée par le mouvement de la sphère.
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Figure 10.6 – Impact de σ↑−↓,arc : courbe de lumière et trajectoire d’un point chaud
dont les paramètres ont les valeurs données par l’Eq. 10.9 (trait plein à gauche, trait noir à
droite), ou en changeant σ↑,arc = 2 tper, σ↓,arc = 4 tper (tirets à gauche, tirets rouges à droite)
et σ↑,arc = 4 tper, σ↓,arc = 8 tper (pointillés à gauche, pointillés rouges à droite).
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Figure 10.7 – Impact de σ↑−↓,arc : courbe de lumière et trajectoire d’un point chaud dont
les paramètres ont les valeurs données par l’Eq. 10.9 sauf pour : σ↓,arc = 0,2 tper.
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Ce cas pour lequel l’arc évolue plus rapidement que la sphère serait très prometteur pour
GRAVITY, mais il est malheureusement physiquement peu vraisemblable : l’arc, causé par
la distorsion de la sphère, n’a aucune raison de se refroidir avant celle-ci.
Cette courte étude a montré la diversité des résultats possibles en fonction des para-
mètres du point chaud. Étant donné qu’une analyse complète prenant en compte tous les
paramètres du trou noir et du point chaud sort de la portée de ce manuscrit, on va se
limiter au jeu de paramètre standard introduit plus haut, équation 10.9.
La prochaine section se propose de déterminer l’impact que pourra avoir l’étude des
résultats astrométriques (et eux seuls) obtenus par GRAVITY sur notre connaissance des
sursauts et du trou noir central.
10.4 Simulations d’observations par GRAVITY
10.4.1 Cadre de l’analyse
Considérons un point chaud en orbite circulaire de rayon rcirc vériﬁant (voir Eq. 10.3) :
2 rS > rcirc > 3,5 rS. (10.10)
On va considérer trois valeurs diﬀérentes de rayons : r = 4M , r = 5,5M et r = 7M ,
en unités géométriques (on se rappelle que dans ce système d’unités, rS = 2M).
On considère un point chaud décrit par les paramètres déﬁnis dans l’équation 10.9.
On s’intéresse, dans cette section, à déterminer si GRAVITY pourra mettre en évidence
le mouvement du point chaud, grâce à ses capacités astrométriques. Dans la lignée de
l’étude menée au chapitre 6, on ne va s’intéresser qu’aux mesures astrométriques, en ne
tenant compte de la courbe de lumière que pour ﬁxer l’erreur astrométrique en fonction de
la magnitude de la source, en utilisant les résultats obtenus au chapitre 6.
Au-delà de la mise en évidence du mouvement du point chaud, on va s’intéresser à
l’impact de l’un des paramètres fondamentaux de Sgr A* : son inclinaison sur le ciel. On
considérera dans toute la suite un trou noir de spin 0,7, sauf mention contraire.
Une étude plus générale portant sur l’utilisation combinée des données astrométriques
et photométriques sera intéressante à mener dans la suite. On peut se référer à la Fig. 5
de Hamaus et al. (2009) pour avoir une idée du potentiel d’une telle analyse combinée, en
particulier en ce qui concerne d’éventuelles contraintes sur le paramètre de spin. 3
10.4.2 Observations simulées
Cette section va généraliser les résultats obtenus dans la section 6.2. On va utiliser le
programme de simulation de GRAVITY présenté au chapitre 5 aﬁn de simuler de façon
3. Notons cependant à propos de la Fig 5 de Hamaus et al. (2009) qu’elle ne concerne qu’une sphère
en orbite, et non pas un point chaud constitué de la superposition d’une sphère et d’un arc. Au vu de
l’analyse de la section 10.3.3, on peut supposer que les choses seront nettement compliquées par la prise
en compte d’une source étendue.
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réaliste les données astrométriques fournies par GRAVITY lors de l’observation d’un point
chaud, la trajectoire du point chaud étant calculée par GYOTO selon la méthode exposée
plus haut, et tenant donc compte de tous les eﬀets relativistes.
Étant donné que l’on s’intéresse ici à un mouvement extrêmement réduit dont la taille
caractéristique est de l’ordre de quelques fois 10µas, il n’est pas crucial de disposer d’une
estimation de la position de la source qui serait fournie par le mode imageur de l’instru-
ment, présenté dans la section 5 : on va directement ajuster la position de la source, en la
supposant unique et ponctuelle, en établissant une première estimation de la solution par
minimisation du χ2 sur une grille de 100µas de côté. Ceci permet de gagner considérable-
ment en temps de calcul puisqu’on évite la reconstruction des images.
Signalons que ce choix ne remet pas en cause l’intérêt du mode imageur de l’instru-
ment dont le principal avantage sera de déterminer l’allure du champ de vue complet de
l’instrument (de taille caractéristique 60 mas) de façon indépendante de tout modèle (voir
le chapitre 5).
On va donc procéder de la façon suivante : à partir des couples de valeurs d’intensité
et de position sur le ciel obtenues à chaque instant par les simulations GYOTO, on peut
calculer les visibilités complexes non bruitées. En tenant compte de la magnitude de la
source à l’instant considéré, on déduit le bruit aﬀectant ces visibilités, ce qui permet de
calculer un jeu de visibilités bruitées, qui seront ajustées par un modèle supposant une
source ponctuelle unique dans le champ de vue.
Les positions retrouvées sur le ciel seront aﬀectées dans les ﬁgures qui suivent de barres
d’erreur dont la taille est issue des simulations de précision astrométrique pour une seule
source présente dans le champ de vue obtenues au chapitre 6. Cependant, on ne peut plus
eﬀectuer une rotation de la PSF de l’instrument telle qu’on l’avait fait dans le chapitre 6,
étant donné que les simulations GYOTO réalisées supposent que l’axe vertical y de l’écran
coïncide avec la projection de l’axe de rotation du trou noir. Il n’y a aucune raison de
privilégier cette direction y par rapport à la direction orthogonale. Aussi utilisera-t-on
la même valeur d’erreur dans les deux directions x et y, correspondant à la moyenne
quadratique des erreurs dans les directions x et y obtenues au chapitre 6. On suppose ainsi
que la PSF de l’instrument fait un angle de 45˚avec la projection de l’axe de rotation du
trou noir.
De la même façon que dans la section 6.2, on va s’intéresser aux dispersions δx et δy
des positions retrouvées au cours d’une nuit, dans les deux directions x et y de l’écran
d’observation, telles que déﬁnies par l’équation :
δx =
√√√√ 1
Nobs − 1
Nobs−1∑
k=0
(xk − x¯)2, (10.11)
δy =
√√√√ 1
Nobs − 1
Nobs−1∑
k=0
(yk − y¯)2
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où xk et yk désignent les positions retrouvées de la source pour chacune des Nobs poses
réalisées au cours de la nuit, et où x¯ et y¯ désignent les moyennes des positions retrouvées
au cours de la nuit dans chaque direction.
Les Figs. 10.8 représentent des observations simulées autour d’un trou noir de spin 0,7,
en supposant le point chaud soit ﬁxe à une position donnée, soit en orbite circulaire avec
un rayon orbital maximal (voir Eq. 10.3) rcirc = 7M . On a choisi une valeur réduite de
l’inclinaison, 20˚, conduisant à l’obtention d’une orbite étendue : on est donc dans un cas
particulièrement favorable pour la détection astrométrique (on se reportera à la Fig. 10.9
pour un exemple de ce que l’on peut obtenir dans un cas nettement moins favorable).
Aﬁn de restreindre les barres d’erreur, on a sélectionné la partie du sursaut pour laquelle
l’intensité est supérieure à 35% de sa valeur maximale (la valeur de ce pourcentage est
choisie de telle façon que la durée du sursaut prise en compte soit supérieure à la période
du sursaut, de façon à ne pas sélectionner une sous-partie de la trajectoire). On suppose
que la magnitude du sursaut à son maximum vaut mK = 13 (ce qui est très optimiste étant
donné que le sursaut le plus brillant observé actuellement a atteint mK = 13,5, Dodds-Eden
et al. 2011) 4. En réalisant des intégrations de 100 s, on obtient alors une soixantaine de
points d’observation, qui sont moyennés aﬁn de n’en garder qu’une dizaine au ﬁnal pour
le calcul de la dispersion (ce qui permet de diminuer encore les barres d’erreur).
On a déjà vu plus haut qu’il n’était pas possible de supposer que deux sursauts successifs
étaient déﬁnis par le même jeu de paramètres : au-delà du fait que les paramètres du point
chaud lui-même peuvent certainement varier d’une nuit à l’autre, le rayon du sursaut
ne peut être supposé constant au vu des diﬀérences de pseudo-périodes mesurées. On en
déduit qu’il n’est pas possible de moyenner des résultats d’observation portant sur des nuits
diﬀérentes, ce qui limite la possibilité de restreindre les barres d’erreur par moyennage 5.
L’objectif de la prochaine section est de déterminer quelle information ces mesures
de dispersion pourront apporter sur les paramètres du trou noir central, et dans quelles
circonstances il sera possible de faire quantitativement la diﬀérence entre une source ﬁxe
et une source en orbite circulaire.
10.4.3 Mise en évidence du mouvement du point chaud en fonction
de l’inclinaison
A ce stade, il est possible de calculer pour une nuit d’observation simulée d’un point
chaud, mobile ou non, la valeur de la dispersion des coordonnées retrouvées, dans les
directions des axes de l’écran d’observation (x et y), au moyen de l’équation 10.11.
On peut alors lancer une procédure Monte Carlo, calculant cette valeur de dispersion
pour un grand nombre de nuits simulées, et représenter les histogrammes bidimensionnels
des dispersions dans les deux directions ainsi obtenues.
4. Ce choix est effectivement très optimiste, mais pas irréaliste, étant donné que les résultats qui vont
suivre ne font appel qu’aux données observées sur une nuit (pour les raisons exposées dans la suite). Il
suffit donc d’observer un seul sursaut suffisamment brillant.
5. Par contre, il est bien entendu possible d’utiliser, séparément, les résultats d’observation obtenus sur
plusieurs nuits de sursaut, afin d’affiner leur interprétation.
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Figure 10.8 – Simulations d’observation par GRAVITY d’un point chaud autour d’un
trou noir de spin 0,7 vu sous une inclinaison de 20˚, en rotation circulaire à une distance
r = 7M (à gauche) ou bien ﬁxe à une certaine position de cette orbite circulaire (à droite).
Les barres d’erreur variables tiennent compte de l’évolution de la magnitude du sursaut
dont la magnitude maximale vaut mK = 13. La trajectoire théorique calculée par GYOTO
est représentée en tirets rouges.
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Figure 10.9 – Même ﬁgure que la Fig. 10.8, l’inclinaison valant 60˚et la magnitude
maximale du sursaut mK = 14. A gauche le point chaud est en rotation à r = 7M , à droite
il est ﬁxe.
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Analyse générale des histogrammes
Les Figs. 10.10 à 10.12 représentent ces histogrammes de dispersions pour un point
chaud (ﬁxe ou mobile) à la distance r = 7M , 5,5M ou 4M autour d’un trou noir de
spin 0,7, vu sous une inclinaison de 20˚, 40˚ou 60˚, et ayant une magnitude maximale
de mK = 13. Les contours représentés englobent respectivement 68%, 95% et 99% des
dispersions obtenues au cours de la procédure Monte Carlo.
Vériﬁons dans un premier temps que ces résultats sont cohérents, pour l’un des cas
illustrés.
Considérons le cas du point chaud de magnitude maximale mK = 13 ﬁxe à r = 7M ,
observé sous une inclinaison de 20˚(Fig. 10.10 en haut à gauche). La magnitude du point
chaud variant au cours de la nuit, on va prendre comme magnitude moyenne du sursaut :
mK = 13,5. A cette magnitude, la précision astrométrique obtenue par ajustement, dans
les deux directions de l’écran 6, est de σ = 6,3µas. Pour un rayon d’orbite de r = 7M et
à une inclinaison de 20˚, on peut réaliser environ 60 intégrations de 100 s par nuit. Ces
observations sont moyennées aﬁn de ne garder qu’une dizaine de points dont on calculera la
dispersion. La valeur de la précision sur les données moyennées est donc d’environ σmoy ≈
6,3/
√
6 = 2,6µas. Cette valeur est proche du centre de l’histogramme des dispersions
représenté en bleu sur l’encart en haut à gauche de la Fig. 10.10.
Intéressons-nous alors au cas du même point chaud, en rotation et non plus ﬁxe. On
constate sur la Fig. 10.8 que la trajectoire peut être assez bien approximée par un cercle de
rayon R ≈ 15µas. Il est facile de calculer la dispersion de points répartis de façon homogène
sur la circonférence d’un cercle de rayon R : elle vaut δth = R/
√
2. L’histogramme représenté
en rouge sur l’encart en haut à gauche de la Fig. 10.10 doit donc être centré sur une valeur
proche de δth = 15/
√
2 = 10,6µas, ce qui est eﬀectivement le cas.
On conclut de cette analyse que les histogrammes représentés sur l’encart en haut à
gauche de la Fig. 10.10 sont cohérents, ce qui constitue une validation de la procédure
Monte Carlo suivie.
Comparons désormais les résultats obtenus pour des rayons diﬀérents sur les Figs. 10.10
à 10.12. On constate que pour une inclinaison de 20˚, les histogrammes correspondants aux
points chauds en mouvement sont centrés dans les trois cas sur des valeurs proches. Ceci est
dû au fait que la taille caractéristique de la trajectoire projetée à faible inclinaison dépend
peu du rayon de l’orbite, comme l’illustre l’encart de droite de la Fig. 10.13 : on n’aura
pas forcément une trajectoire projetée sur le ciel plus petite pour un rayon plus petit. Par
contre, on constate sur la Fig. 10.13 que la position du centre de la trajectoire projetée (ou,
ce qui revient au même, la valeur maximale de la distance angulaire au centre galactique),
varie de façon nette en fonction du rayon. Lorsque l’inclinaison augmente, jusqu’à atteindre
60˚, on constate sur les Figs. 10.10 à 10.12 que les histogrammes correspondants aux points
chauds en mouvement ne sont plus centrés sur la même valeur : la Fig. 10.14 montre qu’en
eﬀet, la taille caractéristique de l’orbite varie en fonction du rayon lorsque l’inclinaison est
6. On rappelle qu’on suppose ici que la PSF de l’instrument fait un angle de 45˚avec l’axe horizontal
de l’écran, la précision dans les deux directions étant la moyenne quadratique des précisions obtenues dans
le chapitre 6 lorsque la PSF était alignée sur les axes de l’écran.
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Figure 10.10 – Histogrammes bidimensionnels des dispersions δx et δy déﬁnies par l’équa-
tion 10.11 pour un point chaud autour d’un trou noir de spin 0,7 vu sous une inclinaison
de θ = 20˚(en haut à gauche), θ = 40˚(en haut à droite), ou θ = 60˚(en bas), en rotation
circulaire à une distance r = 7M (en pointillé rouge) ou bien ﬁxe à une certaine position
de cette orbite circulaire (en trait plein bleu). La magnitude maximale du sursaut vaut
mK = 13.
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Figure 10.11 – Histogrammes bidimensionnels des dispersions δx et δy déﬁnies par l’équa-
tion 10.11 pour un point chaud autour d’un trou noir de spin 0,7 vu sous une inclinaison
de θ = 20˚(en haut à gauche), θ = 40˚(en haut à droite), ou θ = 60˚(en bas), en rotation
circulaire à une distance r = 5,5M (en pointillé rouge) ou bien ﬁxe à une certaine position
de cette orbite circulaire (en trait plein bleu). La magnitude maximale du sursaut vaut
mK = 13.
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Figure 10.12 – Histogrammes bidimensionnels des dispersions δx et δy déﬁnies par l’équa-
tion 10.11 pour un point chaud autour d’un trou noir de spin 0,7 vu sous une inclinaison
de θ = 20˚(en haut à gauche), θ = 40˚(en haut à droite), ou θ = 60˚(en bas), en rotation
circulaire à une distance r = 4M (en pointillé rouge) ou bien ﬁxe à une certaine position
de cette orbite circulaire (en trait plein bleu). La magnitude maximale du sursaut vaut
mK = 13.
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Figure 10.13 – Comparaison des courbes de lumière et des trajectoires du point chaud
en rotation autour d’un trou noir de spin 0,7, vu sous une inclinaison de 20˚, et pour un
rayon d’orbite de 4M (en trait plein), 5,5M (tirets) ou 7M (pointillés).
plus forte. Cette dépendance de la taille de l’orbite avec l’inclinaison est fonction de l’eﬀet
de beaming, qui est plus intense à grande inclinaison.
Les histogrammes correspondant aux points chauds ﬁxes sont, eux, centrés sur des
valeurs diﬀérentes suivant la valeur du rayon, quelque soit l’inclinaison. Cet eﬀet est dû au
nombre moins grand de points d’observation disponibles pour de petits rayons, la période
étant plus faible pour un plus petit rayon. De plus, l’eﬀet de beaming étant plus intense
à petit rayon, la courbe de lumière est d’autant plus piquée que le rayon est petit (voir
l’encart de gauche de la Fig. 10.13 par exemple). Il en résulte un moins grand nombre de
points d’observation de magnitude brillante. Ces deux eﬀets cumulés se traduisent par un
décalage du centre de l’histogramme vers les plus grandes valeurs de dispersion à petit
rayon.
Que ce soit pour les histogrammes correspondant aux points chauds ﬁxes ou mobiles,
l’étalement plus important des histogrammes à petit rayon s’explique par les mêmes eﬀets :
le moins grand nombre de points d’observation disponibles entraîne une distribution moins
piquée de valeurs de dispersions.
Contrainte sur le mouvement de la source et l’inclinaison
Considérons une nuit d’observation de GRAVITY au cours de laquelle un sursaut est
observé. Une courbe de lumière est mesurée, qui permet de déterminer la période de rotation
du point chaud. Au vu de l’encart du bas de la Fig. 10.2, on peut déduire une estimation
du rayon de l’orbite, qui permet de déterminer dans lequel des trois cas illustrés dans les
Figs. 10.10 à 10.12 on se trouve. Bien entendu, il sera possible de raﬃner cette étude en
prenant un échantillonnage plus ﬁn en rayon, les trois valeurs choisies ici dans chacune des
trois Figs. 10.10 à 10.12 permettent d’illustrer la méthode que l’on pourra suivre avec une
précision plus grande lorsque les données de GRAVITY seront disponibles.
176 CHAPITRE 10. SURSAUT DE RAYONNEMENT AUX ABORDS DE SGR A*
 50  100  150
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
Temps observateur (min)
Courbe de lumière du sursaut
In
te
ns
ité
 n
or
m
al
is
ée
In
te
ns
ité
 n
or
m
al
is
ée
In
te
ns
ité
 n
or
m
al
is
ée
−35 −30 −25 −20 −15 −10
−10
−5
 0
 5
 10
 15
x (µas)
Trajectoire du centroïde du sursaut
y 
(µa
s)
y 
(µa
s)
y 
(µa
s)
Figure 10.14 – Comparaison des courbes de lumière et des trajectoires du point chaud
en rotation autour d’un trou noir de spin 0,7, vu sous une inclinaison de 60˚, et pour un
rayon d’orbite de 4M (en trait plein), 5,5M (tirets) ou 7M (pointillés).
A ce stade, tout dépend de la valeur du rayon obtenu. Supposons que l’on soit dans un
cas favorable et que le rayon soit proche du rayon maximal r = 7M , de sorte que l’on se
trouve dans le cas illustré par la Fig. 10.10. Supposons également que la dispersion des po-
sitions retrouvées soit de 8µas. La Fig. 10.15 montre qu’on peut en déduire immédiatement
une contrainte sur l’inclinaison du trou noir : les valeurs d’inclinaison < 20˚et > 60˚sont
exclues. Encore une fois, cette contrainte pourra être facilement raﬃnée en réalisant des
simulations pour d’autres valeurs de l’inclinaison. Par ailleurs, l’examen de la Fig. 10.10
indique également que cette valeur de dispersion est incompatible avec une source ﬁxe.
On a donc deux informations : une contrainte sur l’inclinaison et une contrainte sur le
mouvement de la source. Si la dispersion obtenue est moins grande, par exemple 4µas,
on perd la possibilité de contraindre le mouvement de la source puisque cette valeur est
compatible à 1σ avec les distributions correspondant au point chaud ﬁxe et mobile pour
une inclinaison de 60˚. Si on fait l’hypothèse que le modèle du point chaud est valide, on
garde une contrainte sur l’inclinaison, puisque cette valeur de 4µas n’est pas compatible
avec une inclinaison > 40˚.
Ainsi, quelle que soit la valeur de la dispersion obtenue, on peut obtenir de l’information
sur l’inclinaison du trou noir, et si la dispersion est suﬃsamment grande, on peut déduire
également de l’information sur le mouvement de la source.
Rappelons que cette analyse fait l’hypothèse d’un sursaut à grande distance du trou
noir (r ≈ 7M), ce qui correspond à une période proche de 40 min (voir l’encart du bas de
la Fig. 10.2), ordre de grandeur qui a déjà été observé (voir le Tab. 10.1). L’hypothèse très
forte qui demeure est celle faite sur la magnitude la plus brillante du sursaut, supposée
égale à mK = 13.
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Figure 10.15 – Histogrammes bidimensionnels des dispersions δx et δy déﬁnies par l’équa-
tion 10.11 pour un point chaud en rotation à r = 7M autour d’un trou noir de spin 0,7 vu
sous une inclinaison de θ = 20˚(pointillés), θ = 40˚(tirets), ou θ = 60˚(traits pleins). La
magnitude maximale du sursaut vaut mK = 13.
L’examen des Figs. 10.10 à 10.12 montre que plus le rayon diminue, plus il sera diﬃcile
d’obtenir des informations intéressantes, étant donné que les histogrammes se superposent
de plus en plus.
Vers des contraintes sur le spin ?
Dans tout ce qui précède, on a fait l’hypothèse d’une valeur unique ﬁxée du spin du
trou noir : a = 0,7. On peut se demander désormais si l’étude des données astrométriques
recueillies par GRAVITY seront susceptibles d’apporter également une contrainte sur ce
spin.
Les Figs. 10.16, représentant les courbes de lumière et les trajectoires d’un même point
chaud pour deux spins diﬀérents et deux inclinaisons diﬀérentes montrent immédiatement
l’extrême diﬃculté d’une telle mesure : l’impact du spin sur les observables est très limité.
L’accès le plus immédiat au spin requiert une connaissance indépendante de la période
et du rayon orbital, aﬁn de déduire le spin en utilisant la relation 10.2. Une mesure du
spin nécessiterait à la fois une mesure suﬃsamment précise de la période sur la courbe de
lumière, et une contrainte indépendante, suﬃsamment précise, sur le rayon. Les Figs. 10.13
et 10.14 illustrent le genre d’observables qui pourront être utilisées en vue d’une contrainte
sur la valeur du rayon : il s’agira de la distance angulaire maximale au centre galactique et
de l’ampliﬁcation de la courbe de lumière (voir également à ce sujet la Fig. 5 de Hamaus
et al. 2009).
Peut-on envisager avoir eﬀectivement accès au spin en suivant cette voie ?
L’Eq. 10.2 entraîne :
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a =
c
2 π rg
T −
(
r
rg
)3/2
(10.12)
où on garde les notations de l’Eq. 10.2.
On en déduit l’incertitude sur le spin, σa en fonction des incertitudes 7 sur la période
et le rayon σT et σr
σa =
√(
c
2 π rg
)2
σ2T +
9 r
4 r3g
σ2r . (10.13)
Si l’on suppose une précision sur la période de l’ordre de la minute, un rayon de 5,5 rg
et une incertitude sur le rayon de 0,1 rg (ce qui est très optimiste, au vu des Figs. 10.13
et 10.14), l’incertitude sur le spin est de σa ≈ 0,6. Une telle mesure ne donnerait donc
aucune contrainte valable sur le spin.
Il faudra donc envisager des méthodes plus complexes, si elles existent, aﬁn d’espérer
apporter une contrainte sur le spin de Sgr A*.
Pour conclure ce chapitre, signalons une fois encore que tous les résultats qui précèdent
sont basés sur un seul jeu de paramètres du point chaud (déﬁni par l’Eq. 10.9). Une étude
complète, faisant varier ces paramètres, serait utile pour aﬃner les résultats proposés dans
les paragraphes qui précèdent. Une telle étude, assez lourde à mettre en place, est laissée
pour l’avenir.
7. On utilise pour le cela la formule de propagation des incertitudes. Si X = f(Y, Z), σX =√
∂Y f2 σ2Y + ∂Zf
2 σ2Z
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Figure 10.16 – Comparaison des courbes de lumière et des trajectoires d’un point chaud
en orbite à r = 7M vu sous une inclinaison de 20˚(en haut) ou 60˚(en bas) autour d’un
trou noir de spin 0,5 (traits pleins) ou 0,7 (tirets).
180 CHAPITRE 10. SURSAUT DE RAYONNEMENT AUX ABORDS DE SGR A*
Cinquième partie
Perspectives d’application de GYOTO
dans des métriques non analytiques
181
Introduction
Comme on l’a vu dans la partie III, une spéciﬁcité du code de calcul GYOTO est
sa capacité à prendre en compte des métriques numériques calculées dans le cadre du
formalisme 3+1 de la relativité générale.
Cette dernière partie se propose de présenter les premiers développements des applica-
tions de GYOTO à de telles métriques. Il n’est pas question ici d’aboutir à des résultats
déﬁnitifs et pleinement aboutis, mais plutôt de présenter les premiers résultats obtenus à
ce stade aﬁn de montrer la richesse des développements qui pourront être menés dans un
futur proche en poursuivant ces voies de recherche.
Le chapitre 11 s’intéresse à implémenter dans le cadre du formalisme 3+1 et au sein de la
bibliothèque LORENE du groupe de relativité numérique du LUTH un objet alternatif aux
trous noirs de la relativité générale : le gravastar. Une implémentation eﬀective de ce type
d’objet n’a pas pu être obtenue : ce chapitre va donc, après une brève revue des diﬀérents
modèles de gravastar, présenter l’état actuel du développement de l’objet gravastar au
sein de LORENE, détailler les causes des diﬃcultés rencontrées, et proposer des voies de
développement pour le futur. L’obtention d’une métrique de gravastar en rotation serait
extrêmement intéressante puisqu’elle permettrait de développer des simulations dans une
métrique alternative à la métrique de Kerr, ce qui rendrait possible la comparaison entre les
trous noirs de la relativité générale et l’une de leurs alternatives les plus crédibles (comme
on l’a vu dans la section 3.2.2).
Le chapitre 12 propose une application de l’équation des géodésiques en formalisme
3+1 développée dans la section 8.2. Il s’agit de présenter une simulation dynamique d’une
étoile à neutrons s’eﬀondrant en trou noir, dont la métrique, non stationnaire, est calculée
au cours du temps coordonnée par le code CoCoNuT qui utilise la bibliothèque LORENE.
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Chapitre 11
Développement d’objets compacts
alternatifs : le cas du gravastar
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11.1 Le gravastar dans la littérature
11.1.1 Une approche intuitive du gravastar
Construire un espacetemps de gravastar en symétrie sphérique
Cette section se propose de justiﬁer de façon très intuitive le modèle du gravastar, en
utilisant des arguments simples issus de la relativité générale.
Comme on l’a déjà présenté dans la section 3.2.2, le modèle du gravastar a été développé
en particulier aﬁn de proposer un objet dont la compacité puisse être de l’ordre de celle
d’un trou noir mais sans posséder d’horizon des événements.
Pour simpliﬁer les choses, considérons un espacetemps stationnaire à symétrie sphé-
rique. Le théorème de Birkhoﬀ (voir la section 1.1.2) impose la métrique extérieure à
l’objet : ce sera celle de Schwarzschild.
Par ailleurs, aﬁn qu’un horizon des événements ne se forme pas, il est clair qu’il fau-
dra “couper” la partie de l’espacetemps pour laquelle r ≤ 2M , puisqu’on a vu (voir la
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section 1.1.2) que l’horizon des événements se formait en r = 2M dans la métrique de
Schwarzschild.
Il faut donc déterminer une nouvelle métrique qui couvrira la partie de l’espacetemps
0 ≤ r ≤ R, où R ? 2M . Aﬁn de prévenir la formation d’un horizon des événements
en r = 2M , il paraît raisonnable de s’intéresser à un espacetemps interne qui possède
une forme d’énergie conduisant à un comportement inﬂationniste, qui permettra de lutter
contre l’eﬀondrement de l’espacetemps externe. Une telle forme d’énergie est bien connue
en cosmologie : c’est l’énergie noire qui est responsable de l’accélération de l’expansion de
l’univers (Riess et al. 1998). Cette énergie peut être modélisée par une constante cosmolo-
gique. Il paraît donc naturel d’utiliser pour la partie interne de l’espacetemps la métrique
de de Sitter, qui est la solution aux équations d’Einstein maximalement symétrique de
courbure positive, et dotée d’une constante cosmologique directement proportionnelle à
cette courbure.
On conçoit donc que les modèles de gravastar qui vont suivre soient essentiellement des
espacetemps présentant deux régions : une région externe, vide, où la métrique est celle de
Schwarzschild, et une région interne, également vide, mais pourvue d’une constante cosmo-
logique non nulle, où la métrique est celle de de Sitter. La transition entre ces deux régions
étant déﬁnie grâce aux conditions de jonction d’Israel (Israel 1966, 1967) qui déﬁnissent le
raccord entre deux métriques au niveau d’une hypersurface.
Le cœur du gravastar : gravitation répulsive
On veut démontrer dans cette section ce qui a été intuitivement introduit dans la section
précédente : la région interne du gravastar, constituée d’un espacetemps de de Sitter, agit
répulsivement sur la matière et s’oppose ainsi à l’eﬀondrement de la région externe.
La métrique de de Sitter en coordonnées statiques (t, r, θ, ϕ) s’écrit (voir par exemple
Gourgoulhon 2010c) :
ds2 = − (1− b2 r2) dt2 + (1− b2 r2)−1 dr2 + r2 (dθ2 + sin2θ dϕ2) . (11.1)
Pour faire le lien avec ce qui précède, on peut exprimer la constante b en fonction de la
densité d’énergie du vide régnant dans cette région :
b2 =
8 π
3
ρ. (11.2)
On rappelle que la densité d’énergie du vide est elle-même directement reliée à la valeur
de la constante cosmologique Λ de l’espacetemps de de Sitter selon (voir par exemple Carroll
2008) :
ρ =
Λ
8 π
. (11.3)
On s’intéresse à une particule massive libre de se mouvoir radialement dans cette mé-
trique. Sa 4-vitesse s’écrit donc (X˙ représentant la dérivée de X par rapport au temps
propre de la particule) :
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u = (t˙, r˙, 0, 0) (11.4)
et se normalise selon :
− (1− b2 r2) t˙2 + 1
1− b2 r2 r˙
2 = −1. (11.5)
On suppose de plus qu’à une certaine date t0 on a :
r˙(t0) ≥ 0. (11.6)
L’équation du mouvement de la particule est donnée par l’équation des géodésiques :
r¨ + Γrtt t˙
2 + Γrrr r˙
2 + 2Γrtr t˙ r˙ = 0. (11.7)
Les symboles de Christoﬀel se calculent aisément grâce à la métrique (11.1) et à ses
dérivées. En utilisant la relation de normalisation (11.5), l’équation (11.7) se simpliﬁe en :
r¨ − b2 r = 0. (11.8)
Cette équation diﬀérentielle s’intègre immédiatement :
r(t) = A eb t + B e−b t (11.9)
où A et B sont deux constantes.
Supposons que A soit nulle. On en déduit que B doit être strictement positive (la
coordonnées r devant rester positive). La dérivée r˙ serait alors strictement négative ce
qui est en contradiction avec l’hypothèse 11.6. La constante A est alors non nulle, et on
obtient un comportement exponentiellement divergent pour la coordonnée radiale : on
obtient eﬀectivement le comportement répulsif annoncé.
11.1.2 Les modèles de gravastar
La présente section recense les modèles de gravastars qui ont été développés depuis
l’article pionnier de Mazur & Mottola (2001).
Le modèle initial MM01
Le premier modèle de gravastar a été proposé par Mazur & Mottola (2001). On le
nommera désormais MM01. Il a déjà été présenté dans la section 3.2.2 et on va ici se
contenter de rappeler ses traits fondamentaux.
Le modèle MM01 décrit un objet à symétrie sphérique constitué d’un cœur composé de
vide ayant une équation d’état d’énergie noire p = −ρ = cst et dont la métrique est celle
de de Sitter qu’on a rappelée plus haut.
L’extérieur de l’objet est constitué du vide de Schwarzschild. Ces deux vides sont sé-
parés par une croûte extrêmement ﬁne (de l’ordre de la longueur de Planck) composée
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d’un ﬂuide parfait d’équation d’état extrême p = ρ. Cette croûte est séparée des vides in-
terne et externe par deux enveloppes inﬁniment minces, au niveau desquelles les grandeurs
physiques subissent une discontinuité.
Rappelons que l’intérêt de cette structure est d’être extrêmement compacte (très proche
d’un trou noir), sans horizon des événements et sans singularité centrale.
Le modèle de Chapline (2003)
Chapline (2003) se base sur une analogie entre gravitation et matière condensée pour
proposer un modèle similaire au gravastar (de façon indépendante de Mazur & Mottola
2001, qui ne sont pas cités).
Cet auteur montre que le fait que le facteur de décalage vers le rouge gravitationnel
diverge à l’horizon en métrique de Schwarzschild 1 peut être résolu en considérant une
transition de phase quantique au niveau de l’horizon, la métrique interne étant alors celle
de de Sitter.
Le modèle de Visser & Wiltshire (2004)
Visser & Wiltshire (2004) simpliﬁent le modèle initial MM01 en ne considérant plus de
croûte mince : leur modèle n’a plus que deux zones, le cœur d’équation d’état p = −ρ et
l’extérieur rempli de vide de Schwarzschild, séparées par une enveloppe inﬁniment mince
située à un rayon légèrement supérieur au rayon de l’horizon des événements d’un trou noir
de masse correspondante, et au niveau de laquelle les quantités physiques subissent une
discontinuité.
L’enveloppe inﬁniment mince est décrite par une densité d’énergie surfacique σ et une
tension de surface θ qui sont ajustées de façon à permettre la transition entre les métriques
des deux espaces intérieur et extérieur. Visser & Wiltshire (2004) étudient la stabilité de
cette structure en permettant à l’enveloppe de se mouvoir radialement.
Ils concluent que certaines équations d’état (de la forme σ (θ)) permettent d’obtenir
une structure stable.
Ce modèle a été généralisé par Carter (2005), pour des gravastars chargés, et par Gáspár
& Rácz (2010) qui considèrent la stabilité du modèle lors de l’accrétion d’une enveloppe
de poussière.
Le modèle de Cattoen et al. (2005)
Cattoen et al. (2005) développent un modèle de gravastar particulièrement intéressant
en ce sens qu’il permet de ne plus avoir de discontinuité de pression ou de densité d’énergie
au niveau de l’interface entre le cœur et l’extérieur : les enveloppes inﬁniment minces
placées de part et d’autre de la croûte dans le modèle MM01 ne sont plus utilisées ici, ce
qui est satisfaisant étant donné le caractère non physique de telles distributions limites.
1. Ce qui rend cette description de la gravitation incompatible avec la théorie quantique (Chapline
2003).
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Cattoen et al. (2005) établissent que, pour éviter d’avoir recours à des discontinuités,
le ﬂuide constituant le gravastar (la croûte comme le cœur) ne peut pas être parfait, et
doit posséder une pression anisotrope : la pression radiale pr est diﬀérente de la pression
tangentielle pt à l’intérieur du gravastar. Les équations d’état reliant les pressions à la
densité d’énergie n’est plus aussi simple que celle du modèle initial MM01. Ces équations
d’état (et les diverses façon de les déﬁnir) sont étudiées par Cattoen et al. (2005).
Remarquons que, bien que ce nouveau modèle de gravastar permette un proﬁl de pres-
sion continu, l’évolution de la pression radiale avec le rayon est très contre-intuitif, comme
l’illustre la Fig. 1 de Cattoen et al. (2005).
Signalons l’étude de DeBenedictis et al. (2006) qui prolonge l’analyse de ce modèle de
gravastar à pression anisotrope.
Le modèle de Lobo (2006)
Lobo (2006) étudie des modèles de gravastar à partir des modèles antécédents dévelop-
pés par Visser & Wiltshire (2004) et Cattoen et al. (2005). La spéciﬁcité de Lobo (2006)
est de considérer une équation d’état du cœur qui s’exprime selon pr = ω ρ, ρ étant la
densité d’énergie dans le cœur et ω < −1/3 de façon à obtenir une équation d’état de
type énergie noire.
La stabilité de certains gravastars ainsi déﬁnis, lorsqu’ils sont soumis à des perturbations
radiales de l’interface entre le cœur et l’extérieur, est démontrée.
Signalons l’étude de Bilic et al. (2006) portant sur un modèle d’équation d’état ω < −1.
Vers un gravastar en rotation : Chirenti & Rezzolla (2008)
Signalons pour ﬁnir cette revue des modèles de gravastar le récent modèle de Chirenti
& Rezzolla (2008) décrivant des gravastars en rotation lente. Ce modèle a été développé
aﬁn d’étudier la stabilité des gravastars à l’instabilité de l’ergorégion décrite par Cardoso
et al. (2008).
Un modèle de gravastar magnétisé en rotation lente a également été développé par Tu-
rimov et al. (2009).
Cependant, il est à noter qu’aucun modèle de gravastar en symétrie axiale (c’est-à-dire,
admettant la rotation rapide) n’est disponible à l’heure actuelle.
11.1.3 Vers des contraintes observationnelles ?
Cette section recense les diﬀérentes études qui ont été consacrées à l’apport de contraintes
observationnelles aux modèles de gravastars.
Broderick & Narayan (2007) : contrainte sur le modèle de Chapline (2003)
Broderick & Narayan (2007) expriment la température de surface d’un gravastar décrit
par le modèle de Chapline (2003) en fonction du paramètre ξ = l/lP caractérisant la
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longueur (en unité de longueur de Planck) à partir de laquelle ce modèle prédit l’échec de
la relativité générale classique à décrire l’espacetemps.
En utilisant les données observationnelles de quelques candidats trous noirs, Broderick
& Narayan (2007) déduisent une contrainte forte sur ce paramètre : ξ . 1.
Chirenti & Rezzolla (2007) : fréquences propres de vibration
Chirenti & Rezzolla (2007) se basent sur un modèle de gravastar proche de celui dé-
veloppé par Cattoen et al. (2005). Ces auteurs étudient la stabilité de la structure à des
perturbations radiales de la métrique et calculent les fréquences des modes quasi-normaux
de vibrations associés à cette perturbation (sur ce sujet, voir également Pani et al. 2009).
Ces fréquences sont trouvées nettement diﬀérentes de celles associées aux modes quasi-
normaux d’un trou noir de Schwarzschild.
Ces auteurs en concluent que la mesure de ces fréquences de vibrations, accessibles si
l’objet compact émet des ondes gravitationnelles, est un moyen de distinguer un gravastar
d’un trou noir.
Harko et al. (2009) : un disque d’accrétion autour d’un gravastar
Harko et al. (2009) calculent, dans le cadre d’un modèle de gravastar en rotation lente,
le ﬂux émis par un disque mince d’accrétion se trouvant autour de l’objet compact. Ces
calculs permettent de comparer les spectres émis lorsque l’objet central est un gravastar
ou un trou noir de Kerr.
11.2 Vers une implémentation du gravastar dans la bi-
bliothèque LORENE
11.2.1 L’objet gravastar dans LORENE
Modèle de gravastar utilisé
Je me suis tout d’abord orienté vers un modèle proche de celui de Cattoen et al. (2005)
en considérant donc des pressions anisotropes à l’intérieur du gravastar.
J’ai utilisé le code LORENE/nrotstar en tentant de le modiﬁer pour lui permettre de
prendre en compte les spéciﬁcités d’un gravastar. Ce code résout les équations d’Einstein
pour une étoile relativiste en rotation, en utilisant l’existence d’une intégrale première,
donnée dans l’Eq. 3.94 de Gourgoulhon (2010a), qui permet de calculer à chaque pas
d’itération la densité d’énergie et la pression du ﬂuide qui constituent les sources des
équations d’Einstein.
L’idée est alors de suivre la démarche de Gourgoulhon (2010a) en exhibant une intégrale
première applicable au cas du gravastar.
La grande diﬀérence entre le cas qui nous intéresse ici et celui envisagé dans le chapitre 3
de Gourgoulhon (2010a) est que l’on ne va plus faire l’hypothèse d’un ﬂuide parfait, mais
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suivre Cattoen et al. (2005) en utilisant des pressions anisotropes. De plus, on n’a plus
aﬀaire à de la matière baryonique standard dans le cœur du gravastar, ce qui interdit
d’utiliser les relations thermodynamiques standards telle que l’Eq. 3.73 de Gourgoulhon
(2010a) qui fait appel au nombre baryonique.
Cette approche n’a pas abouti, une intégrale première n’ayant pas été obtenue. Cepen-
dant, ce travail méritera d’être poursuivi lors de travaux futurs (voir la section 11.2.2).
J’ai donc utilisé le modèle initial MM01, constitué de trois zones (le cœur, la croûte et
l’extérieur) et de deux enveloppes inﬁniment minces aux frontières entre ces zones. L’intérêt
de ce modèle, s’il est physiquement moins satisfaisant que celui de Cattoen et al. (2005),
est que l’on fait partout l’hypothèse d’un ﬂuide parfait, ce qui va permettre de déﬁnir
facilement des quantités conservées à partir de Gourgoulhon (2010a).
Le tenseur énergie-impulsion s’exprime dans tout l’espacetemps selon :
Tµν = (ρ+ p) uµ uν + p gµν (11.10)
où u est la 4-vitesse du ﬂuide considéré.
On a donc le modèle suivant :
- Le cœur : 0 ≤ r ≤ r1, équation d’état p = −ρ, Tµν = p gµν ,
- La croûte : r1 ≤ r ≤ r2, équation d’état p = ρ,
- L’extérieur : r ≥ r2, avec p = ρ = 0.
LORENE/nrotstar traite séparément les diﬀérentes zones du modèle. On va donc dé-
terminer pour chaque zone une intégrale première.
La cas du cœur est immédiat :
∇µTαµ = 0⇒∇αp = 0⇒ p = cst (11.11)
la pression est donc elle même constante dans le cœur du gravastar.
A l’extérieur du gravastar, l’intégrale est encore plus triviale puisqu’on a toute simple-
ment p = ρ = cst = 0.
Enﬁn, le cas de la croûte ne pose pas davantage de problème, puisqu’on a aﬀaire à de
la matière “standard” 2, on peut utiliser l’intégrale première établie par l’Eq. 3.94 de Gour-
goulhon (2010a).
Tentative d’implémentation dans LORENE
Une nouvelle classe C++,Gravastar, a été développée dans la bibliothèque LORENE,
qui dérive de la classe déjà existante Star_rot permettant de calculer les métriques générées
par des étoiles relativistes en rotation. L’objectif ﬁnal étant de permettre le calcul de
métriques de gravastars en rotation (pas uniquement en rotation lente).
Cependant, aﬁn de se placer dans un cas initial simple, on a supposé que le gravastar
ne tourne pas, et que l’espacetemps est à symétrie sphérique. L’idée est alors de développer
2. Même si elle est caractérisée par une équation d’état extrême rendant la vitesse du son égal à la
vitesse de la lumière.
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un code LORENE/gravastar, équivalent de LORENE/nrotstar pour calculer la métrique
d’un gravastar.
Les équations d’état étant triviales dans le cœur et l’extérieur, on n’utilise les fonctions
de la classe Eos (pour equation of state) de LORENE que pour la croûte du gravastar.
On décide de modéliser cette croûte à partir d’une équation d’état polytropique dont les
paramètres sont choisis de telle façon qu’ils imposent l’équation d’état requise : p = ρ. Plus
précisément, une équation d’état polytropique s’écrit :
p(n) = κnγ (11.12)
ρ(n) =
κ
γ − 1 n
γ + µ0 n
n(H) =
[
γ − 1
γ
m0
κ
(
eH − µ0
m0
)]1/(γ−1)
où n est le nombre baryonique, H = ln (µ/m0) la log-enthalpie, µ = dρ/dn le potentiel
chimique, µ0 le potentiel chimique à pression nulle, m0 la masse des baryons considérés, κ
le coeﬃcient de pression et γ l’indice adiabatique.
En prenant γ = 2 et µ0 = 0, on constate immédiatement qu’on obtient p = ρ.
Les grandeurs thermodynamiques sont donc toutes fonctions de la log-enthalpie, qui
intervient elle-même directement dans la quantité conservée établie par l’Eq. 3.94 de Gour-
goulhon (2010a). Cette loi de conservation permet donc de calculer H à chaque pas d’in-
tégration, ce qui permet d’obtenir les valeurs actualisées de p et de ρ, puis de résoudre les
équations d’Einstein.
La boucle de LORENE/gravastar prend ﬁn lorsque la variation de H devient inférieure
à un certain seuil entre deux pas successifs. Les conditions initiales du calcul reviennent
essentiellement à spéciﬁer le proﬁl initial de H qui est représenté sur la Fig. 11.1, et à
choisir la valeur de la densité d’énergie centrale, prise ici égale à 0,5 en unités naturelles.
LORENE/gravastar permet de calculer à chaque pas d’itération la valeur de l’expansion.
On vériﬁe sur la Fig. 11.3, représentant l’expansion en ﬁn d’itération, que cette quantité
ne s’annule jamais à part au centre.
Les Figs. 11.2 et 11.4 représentent l’allure des proﬁls de pression et de densité au début
et à la ﬁn du calcul. On constate que le modèle présente, comme on s’y attendait, des
discontinuités brutales de ces deux quantités.
Cependant, bien que le calcul de LORENE/gravastar se termine (c’est-à-dire, bien que
H converge vers une certaine valeur), le résultat obtenu ne peut pas être satisfaisant. En
eﬀet, LORENE/gravastar vériﬁe à la ﬁn du calcul que l’identité du viriel relativiste (Gour-
goulhon & Bonazzola 1994) est bien vériﬁée par le modèle obtenu. Or ce n’est pas le cas
pour le gravastar obtenu : la quantité déﬁnie par l’Eq. 44 de Gourgoulhon & Bonazzola
(1994), qui devrait être nulle, est de l’ordre de 0,1 en ﬁn d’itération.
Un modèle de gravastar satisfaisant l’identité du viriel n’a pas été obtenu. La section
suivante analyse les causes probables de cet insuccès, et propose des pistes de développe-
ments futurs.
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Figure 11.1 – Enthalpie initiale du gravastar. Dans cette ﬁgure comme dans les suivantes,
les traits verticaux marquent les frontières entre les domaines : cœur - croûte - extérieur.
L’extérieur du gravastar est lui-même séparé en deux zones, la dernière étant compactiﬁé
par un changement de variables r → 1
r
.
11.2.2 Difficultés rencontrées et orientations de travail futur
Un point important à réaliser est que, contrairement aux apparences, le modèle de
gravastar calculé par LORENE/gravastar n’est pas le même que celui de MM01.
En eﬀet, LORENE/gravastar résout les équations d’Einstein sous la forme des Eqs. 3.14
à 3.17 de Gourgoulhon (2010a), qui sont des équations de Poisson. Ces équations sont réso-
lues en imposant la continuité des coeﬃcients métrique et de leurs dérivées aux interfaces
entre les diﬀérentes régions de l’espacetemps. Or ceci implique que le tenseur de courbure
extrinsèque ne présente aucune discontinuité, puisque ce tenseur s’exprime en fonction des
dérivées premières de la métrique (voir les Eqs. 2.43 et 2.44 de Gourgoulhon 2010a).
Cependant, le modèle de MM01 fait appel à des discontinuités du tenseur de courbure
extrinsèque, comme on le voit sur les Eqs. 20 et 21 de Mazur & Mottola (2004). Ces
discontinuités se traduisent, via les conditions de jonction d’Israel, par l’existence d’une
distribution surfacique d’énergie-impulsion, qui n’est pas présente dans le modèle calculé
par LORENE/gravastar.
La raison profonde expliquant le résultat incorrect (puisque ne vériﬁant pas le viriel)
obtenu par LORENE/gravastar n’a pas été déterminée. Il est possible que l’identité de
Bianchi soit violée au cours des calculs, car elle n’est pas formellement imposée dans le
code.
Cependant, quelle que soit cette raison, la seule option qui permettrait d’obtenir un
résultat satisfaisant en accord avec le modèle de MM01 serait de modiﬁer la partie de
LORENE qui gère la résolution des équations d’Einstein. Cette modiﬁcation serait assez
lourde, et n’aurait aucun autre intérêt que l’application au modèle MM01 du gravastar.
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Figure 11.2 – Densité d’énergie et pression initiales du gravastar.
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Figure 11.3 – Expansion du gravastar. On constate que cette grandeur ne s’annule jamais
si ce n’est au centre : il n’y a donc pas de formation d’horizon des événements.
Étant donné que ce modèle n’est pas le plus physiquement réaliste pour décrire un gravas-
tar (on a vu que le modèle de Cattoen et al. 2005, était plus satisfaisant), il sera préférable
d’orienter les recherches futures dans une autre direction.
L’approche la plus prometteuse est de reconsidérer le modèle initialement envisagé
de Cattoen et al. (2005). Dépourvu de surface inﬁniment mince du type de celles utilisées
par MM01, ce modèle est à la fois physiquement plus satisfaisant (puisque la pression
radiale est continue) et numériquement plus adapté à la bibliothèque LORENE (puisqu’il
sera correct, cette fois-ci, de considérer des coeﬃcients métriques de classe C1).
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Figure 11.4 – Densité d’énergie et pression ﬁnales du gravastar.
Chapitre 12
Visualisation d’un espacetemps
dynamique : effondrement d’une étoile à
neutrons
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12.1 Un exemple d’utilisation de l’équation des géodé-
siques en formalisme 3+1 : cas d’un espacetemps
dynamique
On souhaite proposer dans ce chapitre un autre exemple d’utilisation de GYOTO dans
des métriques non analytiques, après la tentative de visualisation d’espacetemps de gra-
vastar détaillée dans le chapitre 11.
On a déjà présenté et illustré l’utilisation de l’équation des géodésiques en formalisme
3+1 dans la section 8.2. L’intérêt immédiat d’une telle équation est de permettre une
intégration des géodésiques directement à partir des quantités 3+1 fournies par la mé-
trique, sans avoir à reconstruire les quantités quadridimensionnelles nécessaires pour utili-
ser l’équation standard des géodésiques 8.9.
Cependant, cette équation montre tout son intérêt lorsqu’il s’agit d’intégrer des géodé-
siques dans un espacetemps dynamique, pour lequel les quantités 3+1 varient en fonction
du temps. Si l’on veut alors utiliser l’équation standard des géodésiques, on aura à évaluer
par diﬀérences ﬁnies des dérivées temporelles des coeﬃcients de la 4-métrique intervenant
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dans l’expression des symboles de Christoﬀel. Or, l’un des atouts de la bibliothèque nu-
mérique LORENE (que l’on souhaite utiliser pour calculer la métrique 3+1) est d’éviter
le recours aux diﬀérences ﬁnies en utilisant des méthodes spectrales permettant d’obtenir
une meilleure précision sur les quantités calculées (pour une discussion de la méthode des
diﬀérences ﬁnies et des méthodes spectrales, voir par exemple Lehner 2001; Grandclément
& Novak 2009).
Dans ce contexte, l’utilisation de l’équation des géodésiques 8.19, qui ne fait apparaître
aucune dérivée temporelle, est préférable.
On va utiliser dans cette partie l’équation des géodésiques 8.19 aﬁn de visualiser l’ef-
fondrement d’une étoile à neutrons en trou noir.
L’intérêt à long terme de ce genre de simulations pourrait être de modéliser les contre-
parties électromagnétiques de phénomènes gravitationnels en champ fort telles que les
coalescences de systèmes binaires d’étoiles à neutrons ou de systèmes binaires étoile à neu-
trons - trou noir stellaire, systèmes qui pourraient être à l’origine des sursauts gammas
dits short-hard. Pour une bibliographie de ce genre de phénomènes, on pourra se reporter
à Bloom et al. (2009); Chassande-Mottin et al. (2011).
12.2 Calculs d’effondrement : le code CoCoNuT
Le calcul de l’eﬀondrement de l’étoile à neutrons est eﬀectué par le code CoCoNuT (Core
Collapse with New Technology, voir Dimmelmeier et al. 2002a,b, 2005; Cordero-Carrión
et al. 2009).
Ce code résout les équations d’Einstein en utilisant la bibliothèque LORENE (et donc
les méthodes spectrales) ainsi que les équations de l’hydrodynamique relativiste pour le
ﬂuide constituant l’étoile (en utilisant la méthode des diﬀérences ﬁnies).
Une hypothèse forte est faite sur la métrique spatiale qui est supposée être conformé-
ment plate, c’est-à-dire que l’on a :
gµν dx
µdxν = −N2 dt2 + γij
(
dxi + βi dt
) (
dxj + βj dt
)
, (12.1)
γij = φ
4 δij
où les grandeurs introduites ont le même sens que dans le chapitre 8, φ étant une fonction
scalaire positive et δij la métrique plate (c’est-à-dire le symbole de Kronecker en coordon-
nées cartésiennes).
La validité de cette hypothèse a été renforcée par de récents résultats numériques (voir
la discussion à ce propos dans Dimmelmeier et al. 2005).
Le feuilletage choisi pour l’espacetemps est dit maximal : la trace du tenseur de courbure
extrinsèque est nulle, ce qui a pour conséquence que les hypersurfaces Σt ont un volume
maximal, d’où le nom du feuilletage (voir Gourgoulhon 2007). Une propriété très intéres-
sante de ce feuilletage particulier, lorsqu’on a aﬀaire à un eﬀondrement en trou noir, est
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que les hypersurfaces Σt ne rencontrent jamais la singularité centrale : elle “s’accumulent”
à l’approche de la singularité (voir la Fig. 9.4 de Gourgoulhon 2007) de telle façon que le
temps propre mesuré par un observateur eulérien séparant deux hypersurfaces tend vers 0
dans cette région.
Faisant tourner ce code en symétrie sphérique, on obtient une succession de valeurs des
quantités 3+1 (γij, Kij, N , βi) pour une série de valeurs du temps coordonnée couvrant les
diﬀérentes étapes de l’eﬀondrement de l’étoile à neutrons. Le stade ﬁnal d’évolution n’est
pas une métrique de trou noir de Kerr car pour des raisons techniques, il n’est pas possible
de pousser le calcul jusqu’à l’apparition de la singularité centrale. Cependant, la simulation
est menée au-delà de l’apparition de l’horizon des événements et de la disparition de l’étoile
sous son horizon, ce qui est suﬃsant pour la visualisation.
Ces simulations m’ont été fournies par Jérôme Novak de l’équipe de relativité numérique
du LUTH.
12.3 Visualisation GYOTO d’une étoile à neutrons en
effondrement sphérique
12.3.1 Déroulement de l’intégration des photons
Aﬁn d’intégrer l’équation des géodésiques 8.19, GYOTO doit être capable de calculer
les quantités 3+1 pour n’importe quelle valeur du temps coordonnée t. Il va donc falloir
interpoler et extrapoler les résultats fournis par CoCoNuT. L’extrapolation est immédiate :
on considère que pour tous les temps antérieurs au début de l’eﬀondrement, la métrique
est stationnaire, égale à la métrique initiale de l’étoile à neutrons. De même, pour tous les
temps supérieurs à la ﬁn de l’eﬀondrement, la métrique est stationnaire, égale à la métrique
la plus évoluée calculée par CoCoNuT (ce qui constitue une approximation : il faudrait en
toute rigueur raccorder la métrique ultime de CoCoNuT à une métrique de Kerr).
Pour chaque pas d’intégration, les quantités 3+1 sont calculées en utilisant une inter-
polation du troisième ordre.
L’équation des géodésiques 8.19, étant exprimée en 3+1, ne donne bien évidemment
pas l’évolution de la dérivée du temps coordonnée en fonction du paramètre aﬃne λ de la
géodésique, t˙ = dt/dλ. Cependant, cette quantité est nécessaire pour permettre de calculer
le facteur de décalage vers le rouge qui aﬀecte le rayonnement. En eﬀet, on a vu dans la
section 7.2 que l’intensité mesurée par un observateur distant, Iνobs , est reliée à l’intensité
émise Iνem selon :
Iνobs =
(
νobs
νem
)3
Iνem (12.2)
où νobs et νem sont les fréquences observée et émise. La fréquence d’un photon de 4-impulsion
p émis par une particule de 4-vitesse u s’exprime selon :
νem = −p · u. (12.3)
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Le 4-vecteur u est fourni par CoCoNuT. Le 4-vecteur p s’exprime quant à lui dans un
système de coordonnées de type sphérique selon :
p = t˙ (1, r′, θ′, ϕ′) (12.4)
où le symbole prime désigne une dérivation par rapport au temps coordonnée t.
Les quantités r′, θ′ et ϕ′ sont calculées lors de la résolution de l’équation des géodésiques.
Mais il n’y a aucun moyen direct de remonter à t˙ à partir des quantités 3+1.
Cependant, il est possible d’obtenir cette quantité en tenant compte de la symétrie de
l’espacetemps. Les coeﬃcients métriques étant indépendants de la coordonnée ϕ, on en
déduit l’existence de la constante du mouvement :
pϕ = gϕϕ ϕ˙, (12.5)
où l’on a utilisé l’hypothèse de symétrie sphérique.
On en déduit alors :
t˙ =
pϕ
gϕϕ ϕ′
. (12.6)
La quantité t˙ peut donc être calculée à chaque pas d’intégration, et en particulier au
moment de l’impact avec l’étoile, permettant de calculer le facteur de décalage vers le rouge
νobs/νem.
Les ﬁgures qui seront présentées dans la suite sont des cartes de la quantité g ≡
(νobs/νem)
3. On suppose donc que l’intensité spéciﬁque émise est constante et vaut 1 (voir
l’Eq. 12.2). On n’a pas attribué de loi d’émission à l’étoile à neutrons en eﬀondrement
car, si l’émission d’une étoile à neutrons stable est typiquement celle d’un corps noir à
106K (voir par exemple Burwitz et al. 2001), on ne peut supposer raisonnablement que
cette émission soit conservée au cours de l’eﬀondrement. Les images qui seront présentées
dans la suite sont donc des représentations des eﬀets de décalage vers le rouge aﬀectant
l’étoile.
12.3.2 Visualisation de l’étoile en effondrement
Aﬁn de visualiser l’étoile à neutrons en eﬀondrement, on place un observateur à r =
100M , où M est une masse ﬁxant l’échelle de temps et de distance, que l’on choisit de
l’ordre de celle de l’étoile à neutrons initiale.
On choisit le temps coordonnée de début de l’eﬀondrement, ﬁxé à : teff = 720M .
On peut alors réaliser des images de l’étoile à neutrons en faisant varier le temps d’ob-
servation, tobs, de telle façon que les photons, intégrés en remontant le temps coordonnée,
arrivent au niveau de la source à diﬀérents stades de son évolution.
La Fig. 12.1 représente les images obtenues à diﬀérents temps coordonnée d’observa-
tion 1. Ces images, de 200 × 200 pixels, ont nécessité un temps de calcul d’environ 30 h,
1. On peut s’étonner du fait que le rayon de l’étoile ne varie pas significativement sur les différentes
images représentées. Ceci est dû au fait que l’horizon apparaît avant que l’étoile n’ait atteint des valeurs
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à comparer au temps de calcul nécessaire pour une image 1000× 1000 pixels d’un disque
d’accrétion mince en métrique de Kerr, qui est d’envion 15 min... Cette diﬀérence im-
pressionnante est due aux multiples appels aux objets LORENE qui sont nécessaires pour
mener à bien les nombreuses interpolations rencontrées au cours de l’intégration.
Pour chaque image, on donne la valeur maximale de la valeur absolue du carré de la
norme des 4-vecteurs tangents aux photons calculés lors de l’intégration. On remarque
que plus les photons s’approchent de l’étoile à un stade avancé de son évolution (c’est-à-
dire, plus on est proche de la formation d’un horizon), plus le carré de la norme s’éloigne
de sa valeur initiale (qui est 0). C’est pour cette raison qu’on ne représentera pas ici
d’image obtenue après la formation de l’horizon, à une date telle qu’une partie de l’étoile
est déjà englobée par l’horizon, car la norme n’est plus conservée dans ces cas-là. Aﬁn
de permettre une meilleure conservation de cette quantité, un algorithme est en cours
d’implémentation, qui modiﬁe légèrement les coordonnées fournies par l’intégrateur aﬁn de
minimiser la valeur absolue de la norme au carré. On a également réalisé des simulations en
raﬃnant l’échantillonnage des tranches temporelles fournies par CoCoNuT, sans parvenir
à améliorer de façon signiﬁcative la conservation de la norme.
Si l’on représente l’image de l’étoile au temps d’observation tobs = 820M en modiﬁant
les paramètres d’aﬃchage (voir la Fig. 12.2), on constate que l’image apparaît bruitée :
ceci est dû à l’intégration de la coordonnée t˙ via l’utilisation de la relation 12.6. En eﬀet,
si l’on calcule la même image mais sans plus dériver t˙, en le laissant simplement constant
à sa valeur initiale (c’est-à-dire à sa valeur au niveau de l’écran de l’observateur) sur toute
la carte, on obtient la Fig. 12.3, qui ne présente plus aucune trace de bruit numérique.
L’amélioration de la dérivation de la coordonnée t˙ en vue de diminuer ce bruit numérique
sera étudiée dans l’avenir.
La Fig. 12.3 montre que le facteur de décalage vers le rouge g augmente depuis le
centre vers la surface de l’étoile, ce qui est attendu en terme d’eﬀet Doppler classique étant
donné qu’au niveau du centre de l’image, la surface de l’étoile s’éloigne radialement de
l’observateur, maximisant le produit scalaire du 4-vecteur tangent au photon p et de la
4-vitesse de l’émetteur u, et minimisant donc le facteur g.
Ces diﬀérents résultats visent à donner un premier exemple d’une utilisation de GYOTO
dans des métriques non-analytiques ayant un intérêt astrophysique. On a vu que l’utilisa-
tion de l’équation des géodésiques permettait à GYOTO de calculer des images d’étoiles
à neutrons en eﬀondrement en symétrie sphérique de façon satisfaisante à condition de se
restreindre à des stades de l’étoile suﬃsamment peu évolués.
Deux études seront à mener dans un futur proche aﬁn d’obtenir des résultats plus
fermes. Il s’agira d’abord d’améliorer la conservation de la norme du vecteur tangent au
photon aﬁn de permettre de poursuivre l’intégration jusqu’à des stades évolués de l’étoile
(y compris après l’apparition de l’horizon des événements). Il faudra également améliorer
de rayon très inférieures à son rayon initial. Les simulations présentées ici sont antérieures à l’apparition
de l’horizon.
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Figure 12.1 – Carte de facteur de décalage vers le rouge (νobs/νem)
3 pour l’étoile à neutrons
aux temps d’observation tobs = 820M , tobs = 860M , tobs = 870M . Les axes sont gradués
en pixels de l’écran de l’observateur. Le rayon de l’étoile lors de l’émission des photons est
de, respectivement, 0,765M , 0,669M , 0,524M . La norme au carré maximale obtenue au
cours de l’intégration vaut, respectivement, 7 10−4M2, 6 10−3M2, 3 10−2M2.
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Figure 12.2 – Carte de facteur de décalage vers le rouge (νobs/νem)
3 pour l’étoile à neutrons
aux temps d’observation tobs = 820M , en modiﬁant les paramètres d’aﬃchage (voir les
valeurs minimale et maximale aﬃchée sur la barre de couleur).
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Figure 12.3 – Carte de facteur de décalage vers le rouge (νobs/νem)
3 pour l’étoile à neutrons
aux temps d’observation tobs = 820M , en maintenant la quantité t˙ constante, égale à sa
valeur initiale, tout au long de l’intégration de chaque géodésique.
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la dérivation de la quantité t˙ aﬁn d’éliminer l’eﬀet de bruit sur l’image mis en évidence
dans la Fig. 12.2.
Conclusion et perspectives
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Conclusion
L’objectif de ma thèse est de développer des simulations permettant d’étudier des phé-
nomènes liés à la gravitation dans son domaine d’application le plus extrême : à proximité
d’objets compacts. Ces simulations sont menées dans le souci de permettre d’établir des
contraintes sur ces objets, en comparant les prédictions théoriques à des observations déjà
disponibles ou appelées à le devenir dans un futur proche.
Dans cette perspective, je me suis intéressé à un objet compact particulier, le candidat
trou noir coïncidant avec la source Sgr A* au centre de la Galaxie. Je me suis également
penché sur un instrument particulier susceptible d’apporter un éclairage nouveau sur cet
objet compact, GRAVITY. Aﬁn de mener à bien des simulations d’eﬀets relativistes à
proximité de Sgr A*, j’ai été amené à développer un code de calcul de trajectoires de
particules en relativité générale, GYOTO.
Mon premier travail a consisté à étudier la précision astrométrique de l’instrument
GRAVITY, utilisé en mode imageur, lorsque son champ de vue est constitué de quelques
sources ponctuelles ﬁxes. Cette étude a été réalisée en collaboration avec Thibaut Pau-
mard (LESIA), Laurent Mugnier (ONERA), Frank Eisenhauer (MPE, Garching) et Stefan
Gillessen (MPE, Garching). J’ai pu établir que la précision astrométrique de l’instrument
atteignait, et dépassait même dans certains cas, l’objectif ﬁxé à l’instrument de 10µas
(voir la section 6.1). En eﬀet, la précision atteinte par GRAVITY observant une unique
source ponctuelle, dans la direction de meilleure précision et pour un temps d’intégration
de 100 s, est inférieure ou de l’ordre de 10µas pour une source de magnitude en bande
K mK ≤ 15. J’ai pu montrer que la précision atteignait quelques µas pour une source de
magnitude mK ≈ 13. Cette étude s’est poursuivie par la prise en compte de la variabilité de
la source, en considérant un émetteur ponctuel en orbite circulaire à un rayon de 30µas du
centre, dont la courbe de lumière est variable (voir la section 6.2). Ce travail s’inscrit dans
la perspective de l’étude des sursauts de rayonnement au centre galactique, qui peuvent
être modélisés par de la matière en orbite autour du trou noir central. Je suis arrivé à la
conclusion que GRAVITY était capable de mettre en évidence le mouvement d’une telle
source, pour peu que sa magnitude maximale vériﬁemK ≤ 15, et d’aboutir à une contrainte
sur la taille caractéristique de son orbite.
Ces résultats, prometteurs pour l’instrument GRAVITY, constituent une première ap-
proche d’un problème complexe nécessitant de tenir compte de tous les eﬀets relativistes
aﬀectant le mouvement de la source et la propagation du rayonnement jusqu’à l’observa-
teur.
Dans cette perspective, j’ai développé un nouveau code de calcul d’orbites relativistes,
GYOTO, rédigé en langage C++. GYOTO permet de calculer les trajectoires de parti-
cules massives et de masse nulle en métrique de Kerr, c’est-à-dire autour d’un trou noir en
rotation (voir le chapitre 7). Un certain nombre d’objets astrophysiques ont été implémen-
tés, tels que le disque mince d’accrétion, l’étoile en orbite ou le tore d’accrétion (voir la
section 7.4). GYOTO permet également de calculer le transfert de rayonnement s’opérant
à l’intérieur d’un objet optiquement mince, et d’en déduire en particulier le spectre émis
par l’objet tel qu’il est observé par un observateur distant (voir les sections 7.2 et 7.3). Une
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spéciﬁcité de GYOTO, en comparaison des autres codes de calculs d’orbites relativistes
existant dans la littérature, est de permettre d’intégrer des géodésiques dans des métriques
non analytiques, calculées numériquement dans le formalisme 3+1 de la relativité générale
(voir le chapitre 8). Dans le cadre de ce formalisme, j’ai dérivé l’expression de l’équation
des géodésiques (voir la section 8.2).
Muni du code GYOTO, je me suis intéressé à étudier une structure d’accrétion parti-
culière susceptible d’entourer Sgr A* : le tore ionisé (voir le chapitre 9). Cette étude a été
menée en collaboration avec Odele Straub (CAMK, Varsovie) et Marek Abramowicz (Uni-
versité de Göteborg). Il s’est tout d’abord agi de calculer de façon cohérente l’émission de
rayonnement à l’intérieur du tore. Seule l’émission synchrotron thermique a été envisagée
(voir la section 9.1.3). J’ai alors pu utiliser GYOTO de façon à modéliser l’image d’un tel
tore d’accrétion telle qu’observée par un observateur terrestre, et le spectre émis par cette
structure (voir la section 9.2).
L’utilisation combinée de GYOTO et des résultats obtenus concernant la précision
astrométrique de l’instrument GRAVITY a alors été envisagée. Je me suis ainsi intéressé
à étudier les phénomènes de sursauts de rayonnement qui aﬀectent le centre galactique,
et plus précisément l’un des modèles rendant compte de cet eﬀet : le modèle du point
chaud (voir le chapitre 10). Il s’est agi de modéliser l’évolution d’un arc de gaz en rotation
autour d’un trou noir de Kerr (voir la section 10.3). J’ai donc calculé grâce à GYOTO les
courbes de lumière et les trajectoires projetées sur le ciel de tels objets. J’ai pu ensuite
simuler des observations par l’instrument GRAVITY de ce genre de phénomène (voir la
section 10.4), et étudier la question suivante : à quel point GRAVITY sera-t-il capable
de mettre en évidence le mouvement d’un tel point chaud, en fonction des paramètres
décrivant le trou noir central. J’ai pu montrer que l’étude de la dispersion des positions
retrouvées par GRAVITY est susceptible de mettre en évidence le mouvement du point
chaud si l’inclinaison du trou noir est suﬃsamment faible, et de fournir une contrainte sur
cette inclinaison.
La dernière partie de ce manuscrit (partie V) est consacrée à des perspectives d’utilisa-
tion de GYOTO dans des métriques non analytiques. Je me suis intéressé dans le chapitre 11
à calculer numériquement la métrique d’un gravastar, en utilisant pour cela la bibliothèque
LORENE développée par l’équipe de relativité numérique du LUTH. L’ambition de ce tra-
vail était de développer une métrique alternative, qui permette de calculer grâce à GYOTO
des images et des spectres susceptibles de mettre en évidence d’éventuelles diﬀérences ob-
servationnelles entre un gravastar et un trou noir de la relativité générale. Cette étude n’a
pas abouti, et elle devra être poursuivie dans l’avenir. Enﬁn, une illustration de l’utilisa-
tion de l’équation des géodésiques en formalisme 3+1 a été proposée sous la forme de la
visualisation de l’espacetemps dynamique d’une étoile à neutrons s’eﬀondrant en trou noir
en symétrie sphérique (voir le chapitre 12). J’ai donc simulé les images observées par un
observateur distant d’une telle étoile à diﬀérents stades de son évolution. Cette étude a été
réalisée en collaboration avec Jérôme Novak (LUTH).
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Perspectives
Les perspectives oﬀertes par les travaux récapitulés ci-dessus sont multiples. Maintenant
que le code GYOTO est arrivé à un degré de maturité et de développement suﬃsant, il va
être possible de l’utiliser dans de nombreuses problématiques.
Les travaux menés sur le tore ionisé d’accrétion ont permis d’obtenir des résultats pro-
metteurs en vue d’une application à Sgr A*. Il reste désormais à compléter les mécanismes
d’émission de rayonnement pris en compte en calculant également le rayonnement Brem-
sstrahlung et Compton inverse, aﬁn d’aboutir à des spectres réalistes. Il sera alors possible
d’utiliser les données observationnelles spectroscopiques connues pour ajuster le modèle
théorique proposé et déterminer si les observations actuelles permettent de contraindre les
paramètres du trou noir central, tel que son spin.
L’étude du modèle du point chaud pourra être approfondie en travaillant sur des
contraintes prenant en compte à la fois les données astrométriques qui seront obtenues
par l’instrument GRAVITY et les données photométriques disponibles sur la courbe de
lumière. On a vu que l’utilisation de la seule astrométrie pourrait permettre de contraindre
l’inclinaison de la source. Il sera intéressant de déterminer si une information valable pourra
être déduite à propos du spin en prenant également en compte l’information photométrique.
Les simulations réalistes d’observations GRAVITY développées dans ce manuscrit seront
cruciales aﬁn d’aboutir à des prédictions dignes de conﬁance.
Le modèle du point chaud n’étant pas le seul modèle susceptible d’expliquer l’origine des
sursauts de rayonnement du centre galactique, il sera important de prendre en considération
d’autres modèles, dans la perspective de pouvoir les comparer, et de déterminer si les
observations de demain permettront de les discriminer. Le premier modèle alternatif que je
compte étudier est le modèle de l’instabilité de Rossby, étant donné que GYOTO possède
déjà une implémentation simple de cette structure.
Au-delà de l’étude du voisinage de l’objet compact central de la Galaxie, il est impor-
tant d’étudier sa nature même, et de déterminer des voies susceptibles de permettre la
mise évidence d’éventuelles diﬀérences observables entre le modèle du trou noir et d’autres
objets. On a vu au chapitre 11 que l’étude du gravastar devait s’orienter vers la dérivation
d’une intégrale première dans le cas axisymétrique (en ne supposant plus la symétrie sphé-
rique). L’obtention d’une telle quantité conservée permettrait de mettre assez facilement
au point un code LORENE/gravastar capable de calculer la métrique d’un gravastar en
rotation. Dans cette même lignée, il serait intéressant de développer au sein de LORENE
une classe boson-star, susceptible de calculer la métrique d’une étoile bosonique. Ces deux
objets étant les alternatives les plus plausibles aux trous noirs de la relativité générale,
il serait extrêmement intéressant de développer au moins l’un de ces deux thèmes de re-
cherche aﬁn de permettre à GYOTO d’utiliser sa capacité d’intégration dans les métriques
numériques pour explorer d’éventuelles contraintes sur la nature de l’objet compact Sgr A*.
L’étude de la visualisation de l’espacetemps d’une étoile à neutrons en eﬀondrement
pourra être poursuivie. Les principales pistes d’investigation sont les suivantes. Il convien-
dra de poursuivre le développement d’un algorithme permettant d’assurer la conservation
de la norme du vecteur tangent aux photons intégrés, y compris lorsque ceux-ci approchent
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de l’horizon des événements. Il sera également nécessaire d’améliorer la dérivation de la
coordonnée dt/dλ pour les photons, où λ et le paramètre aﬃne de leur géodésique. Par
ailleurs, il faudra envisager d’étendre ces calculs à un espacetemps en symétrie seulement
axiale, c’est-à-dire prendre en compte la rotation de l’étoile. Enﬁn, il sera important de s’in-
téresser plus en détail à l’utilisation astrophysique de ce genre de simulations, en particulier
dans le cadre du calcul des contreparties électromagnétiques à des phénomènes en champ
gravitationnel fort telle que la coalescence d’étoiles à neutrons. Ces travaux nécessiteront
des collaborations avec des spécialistes de ce domaine.
Dans la lignée des récents travaux de Vigeland & Hughes (2010); Johannsen & Psaltis
(2010a,b, 2011), GYOTO pourrait également être utilisé aﬁn de calculer des images, des
spectres, ou d’autres quantités observables dans des métriques de Kerr modiﬁées. L’intérêt
de ces simulations serait de déterminer s’il serait possible de mettre en évidence des diﬀé-
rences observables (en particulier par GRAVITY) entre ces espacetemps, ce qui pourrait
alors conduire à un test des théorèmes d’absence de chevelure de la relativité générale.
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Relations utiles en formalisme 3+1 pour
la dérivation de l’équation des
géodésiques
Les relations qui sont données dans cette section sont utilisées abondamment pour
obtenir les équations des géodésiques en formalisme 3+1 (voir la section 8.2).
Toutes les références à des équations dans la suite de cette section font références
à Gourgoulhon (2007).
– 1e`re relation
L’Eq. 3.17 entraîne :
nν∇νnα = DαlnN (7)
où D est l’opérateur de dérivation covariante associé à la 3-métrique, et N est la
fonction lapse.
– 2e`me relation
Comme le vecteur n est normalisé de genre temps, on a :
∇xn · n = 0
pour tout vecteur x. Donc :
nσ∇νnσ = 0, nσ∇νnσ = 0. (8)
– 3e`me relation
L’Eq. 3.20 entraîne :
∇νnβ = −Kβν −DβlnN nν (9)
où K est le tenseur de courbure extrinsèque.
L’Eq. 3.22 entraîne alors :
∇νmα = −NKαν −DαNnν + nα∇νN (10)
où l’on a introduit m = Nn.
– 4e`me relation
L’Eq. 2.83 permet d’écrire :
vν∇νvα = vνDνvα − vβvνKβνnα. (11)
213
214 ANNEXE
– 5e`me relation
L’orthogonalité de n et v conduit à :
nµ∇νvµ = −vµ∇νnµ. (12)
– 6e`me relation
En utilisant l’Eq. 3.20 de paire avec la première relation établie ci-dessus, on arrive
à :
nσKµσ = 0, nµK
µ
σ = 0, n
µKµσ = 0. (13)
– 7e`me relation
En utilisant la déﬁnition de l’opérateur de projection γ∗ déﬁni par l’Eq. 2.71, dont
les composantes γαµ sont déﬁnies par l’Eq. 2.64, on arrive aisément à :
nσγασ = 0. (14)
– 8e`me relation
A partir de la déﬁnition de la dérivée de Lie L on obtient :
Lmvα = mν∇νvα − vν∇νmα
= mν∇νvα − vν [−NKαν + nα∇νN ]
où l’on a utilisé l’orthogonalité de n et v. En projetant sur Σt grâce à l’opérateur γ∗
on aboutit à :
γ∗Lmvα = γαµLmvµ = Lmvα
= γαµm
ν∇νvµ +NvνKαν
où l’on a utilisé le fait que la dérivée de Lie le long du vecteur m d’un tenseur tangent
à l’hypersurface Σt est lui même tangent à cette hypersurface, sa partie projetée étant
alors égale à lui-même (voir l’Eq. 3.35). On conclut alors :
γαµn
ν∇νvµ = 1
N
Lmvα − vνKαν . (15)
– 9e`me relation
Le vecteur normal n est orthogonal à Dvv car ce dernier vecteur est déﬁni dans
l’hypersurface Σt. De ce fait :
nα v
ν Dνv
α = 0. (16)
– 10e`me relation
Sur l’hypersurface :
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DilnN =
∂lnN
∂xi
, Djv
i =
∂vi
∂xj
+ Γi jkv
k, (17)
Lmvi = ∂v
i
∂t
− βk ∂v
i
∂xk
+ vk
∂βi
∂xk
où l’on a utilisé les Eqs. 4.56 à 4.58 pour transformer la dérivée de Lie. Ici, les Γijk
sont les symboles de Christoﬀel associés à la 3-métrique induite sur Σt. Le vecteur
βk est le shift.
Munis de ces relations, on peut obtenir les relations obtenues plus haut dans la sec-
tion 8.2.
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